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PROGRAMMES OFFICIELS: 


| 
ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 


DANS LES LYCRES ET COLLEGES DE GARGONS 


CLASSE DE QUATRIEME A. 


Usage de la régle, de ’équerre, du compas et du rapporteur. 

Ligne droite et plan. Angles. 

Triangles. Triangle isocéle. Cas d’égalité des triangles. 

Perpendiculaires et obliques. Cas d’égalité des triangles rectangles. 
Droites paralléles. Somme des angles d'un triangle, d'un polygone convexe. 
Parallélogramme. Rectangle. Losange. Carré. 

Cercle. Cordes et arcs. Tangente. 

Positions relatives de deux cercles. 

Mesure des angles. 

Constructions élémentaires sur la droite et le cercle. 


CLASSE DE TROISIEME A. 


Problémes el interrogations sur le programme de Ja classe précédente. 

Points qui partagent une droite dans un rapport donné. 

Lignes proportionnelles. 

Triangles semblables. Définitions du sinus, du cosinus, de la tangente et 
de la cotangente d’un angle. 

Définition des figures homothétiques. Polygones semblables. Pantographe. 

Relations métriques dans un triangle rectangle. 

Propriétés des sécantes dans le cercle. 

Constructions de la quatritme proportionnelle et de la moyenne propor- 
tionnelle. 

Polygones réguliers, carré, hexagone et triangle équilateral. 

Mesure de la circonférence du cercle (énoncé). 

Mesure des aires du rectangle, du parallélogramme, du triangle, du tra- 
péze, des polygones, du cercle. 

Rapport des aires de deux polygones semblables. 
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I PROGRAMMES OFFICIELS 


EXTRAIT DE VARRETE FIXANT LE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES 
(30 Juillet 19092) 


CLASSE DE SECONDE A ET B. 


Du plan et de la droite dans l’espace. : ; ae 

Angle diédre. Droites et plans paralléles. Droite et plan perpendiculaires, 

Définition du parallélipipéde, du prisme, de la pyramide. 

Sections paralléles dans un prisme et une pyramide. 

Céne et cylindre de révolution ; sections paralléles a la base. 

Sphére ; grands cercles, petits cercles; poles. : : 

Surface et volume du prisme, de la pyramide, du cylindre, du cone et 
de Ja sphere. 


CLASSE DE PREMIERE A ET B. 


Mesure des angles; degrés, grades; radians. 

Triangles semblables. Définition du sinus, du cosinus et de la tangente 
(un angle compris entre 0 et 2 droits. 

Sinusoide. 

Relations métriques dans le triangle et dans le cercle. 

Résolution des triangles rectangles. 

Mesure des aires planes. 

Notions élémentaires sur la symétrie. 

Exercices numériques sur les régles relatives aux surfaces et aux volumes 
du prisme, de la pyramide, du cylindre, du cone et de la sphére. 

NOTE 

L’Enseignement des Mathématiques dans les classes de Seconde et de Premiére A. et 
B doit préparer les éléves a l'étude de la Physique Chaque fois que ce sera possible, 
les dévéloppements théoriques du programme de ces classes seront accompagnés 
@exercices numeériques. 

Le Professeur choisira les données de ces applications de telle sorte que tes éléves 
soient rompus a l'étude des fractions, des nombres décimaux, du systeme métrique et 
des changements usuels d'unités. I] ne craindra pas de leur faire apprécier sur des 
exemples une limite supérieure de l’erreur commise dans les calculs approvhés les 
plus simples. 


INSTRUCTION SUR L’ENSEIGNEMENT DE LA GEOMETRIE 
1s cycle A et 2° cycle A et B 


L’enseignement des mathématiques dans ces cycles devra étre donné 
au méme point de vue que dans le 1* cycle B. Le peu de temps dont dis- 
pose le professeur ne lui permettant pas de développer longuement 
son cours, il devra surtout sattacher a donner en géométrie une idée de la 
forme des corps et pourra laisser de cété, s'il le juge A propos, toute théo- 
rie un peu abstraite. Les exercices devront surtout consister en problémes 
sur les aires et les volumes, en insistant sur le choix des unités et en fai- 
sant revoir sans cesse le systome métrique ; des constructions trés simples, 
mais exécutées avee soin, pourrout constituer d’excellents devoirs; ce ne 
pourra étre que dans les classes ayant des éléves désireux de faire plus 
tard des sciences que l’on donnera a résoudre de véritables problémes de 
géométrie : théorgmes a démontrer, lieux géométriques. 

Les démonstrations ne seront données quautant quun nombre suffisant 
d’éléves seront en état de les comprendre; pour les volumes, on se bor- 
nera au besoin aux énoncés des régles pratiques, ou, dans des cas simples, 
on justifiera ces régles en employant la méthode infinitésimale, sans, 
bien entendu, soulever 4 cet égard aucune difficulté. 

Conférences facullatives. — Dans les conférences destinées aux éléves 
qui désirent faire des études scientifiques aprés avoir suivi les cours de 
2° cycle A et B, la plus grande liberté est laissée au professeur ayant devant 
lui des éléves intelligents et travailleurs, il sera seul juge du développe- 
ment qu'il peut donner 4 son cours; important est qu’il forme des éléeves 
pouvant comprendre les mathématiques; quils en sachent beaucoup n’est 
pas nécessaire; ce qui est indispensable, c’est qu’ils aient compris les 
principes et soient habitués au raisonnement logique. 


PROGRAMMES OFFICIELS Ul 


{I 
ENSEIGNEMENT SECONDAIRE DES JEUNES FILLES 


TROISIEME ANNEE 
GEOMETRIE PLANE 


Des angles. 

Triangles. Triangle isocéle. Triangle équilatéral. Cas d’égalité des trian- 
gles. 

Perpendiculaires et obliques. Cas d’égalité des triangles rectangles. 

Droites paralléles. Somme des angles d’un triangle et d’un polygone. 

Du parallélogramme. Rectangle. Losange. Carré. 

Cercle. Arcs et cordes. Tangente au cercle. 

Mesure des angles. 

Probleémes de construction. 

Polygones réguliers | hexagone, carré. Exemples d’assemblages formés 
avec des polygones réguliers. 

Longueur de la circonférence (Régle pratique). 

Mesure des aires. Rectangle. Parallélogramme. Triangle. Trapéze. Poly- 
gone. Cercle. 5 

Relation entre les aires des carrés construits sur les trois cétés d’un 
triangle rectangle. 


QUATRIEME ANNEE 
GEOMETRIE PLANE 


Revision du cours de Troisiéme année; on ajoutera les questions sui- 
vantes : : 

Des lignes proportionnelles. Triangles et polygones semblables, 

Théoréme relatif aux sécantes menées d’un méme point a un cercle. 

Problémes élémentaires sur les lignes proportionnelles. 

Polygones réguliers. Hexagone, triangle équilatéral, carré. 


CINQUIEME ANNEE 
GEOMETRIE DANS L'ESPACE 


Du plan. 
Droites et plans perpendiculaires. Droites et plans paralléles. 
Angles diédres. Plans perpendiculaires, 
Angles polyédres. Angles triédres. 
(On se bornera a démontrer les deux théorémes concernant les faces.) 
Des polyédres. Prismes. Parallélépipede, Pyramide. 
Corps ronds. 
(On Gnoncera sans démonstration les théoremes relatifs 4 la mesure de leur 
surface et a celle de leur volume.) 


AVERTISSEMENT 


Ce volume d’Eléments de Géométrie s’adresse aux 
éleves du Premier Cycle A et du Second Cycle A et B, 
ainsi qua 1 Enseignement secondaire des jeunes filles. 

Il est rédigé dans le méme esprit et avec la meme 
méthode que mon Cours abrégé de Géométrie. 

Grace au concours biengeillant dun grand nombre 
de mes collegues de l' Enseignement secondaire, Jai pu, 
dés maintenant, préparer W@importantes corrections de 
detail qui seront faites dans la prochaine edition de mon 
Cours abrégé et que J'ai mises a profit pour la rédaction 
de ces Eléments. . 

Le succes de la nouvelle méthode dépend essentielle- 
_ ment de la facon dont les éleves ont compris les deux 
_ déplacements élémentaires : la translation rectiligne et 
la rotation. Le professeur devra longuement insister sur 
les débuts pour bien familiariser ses éleves avec ces 
notions, pour leur faire connaitre a fond toutes les 
‘ circonstances de ces déplacements. Pour faciliter sa 
tdche, jai développé le coié experimental et réduit le 
cote théorique de cet exposé, en suivant les indications 
qui m’ont été données par la pratique de Venseignement. 

Ce volume ne contient pas d’Exercices graphiques, 
cest-a-dire dexercices qui seront exécutés au Dessin 
graphique sur du papier a épure; mais nous y avons 
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laissé avec soin des Exercices pratiques nombreux que 
Véleve exécutera en devoirs, en se bornant a .faire des 
figures au crayon, sur papier ordinaire, mais avec les 
instruments du dessin. 

D'autre part, pour rendre le choix plus aisé, les 
exercices relatifs a chaque chapitre ont été soigneusement 
gradués et classes par paragraphes. 

Comme toujours, Je serai tres reconnaissant a ceux de 
mes collegues qui yvoudront bien me signaler les points 
défectueux ou les erreurs d impression que pourrait 
contenir cet ouvrage. ; 


Carto Bourter. 


ELEMENTS DE GROMBTRIE 


PREMIERE PARTIE 
GEOMETRIE PLANE 


CHAPITRE I 
LES DEPLACEMENTS ELEMENTAIRES 


§ 4. — Définitions fondamentales. 
4. — Point. — Un grain de poussiére, l’extrémité d’un 
_ crayon bien pointu, la trace qu'il 
laisse sur une feuille de papier lors- (A co 
qu’on l’y piqué, nous fournissent la B 
notion du point. Rig sna Pointe: 


On nomme un point au moyen 
~ dune lettre. Ainsi l’on dit (fig. 1): Les points A, B, C. 

2. — Ligne. — Un fil trés fin, un trait tracé sur une feuille 
de papier, au crayon ou a la plume, nous fournissent une 
image de ce qu’on appelle une ligne. 

Une ligne peut étre considérée comme engendrée par 
un point qui se meut. 

Lorsqu’avee un crayon bien pointu on trace sur le papier une ligne, 
la pointe du crayon, qui est un point, engendre la ligne. 
- Attachons une petite balle de plomb au bout d’un fil. Prenons l’autre 
extrémité du fil dans la main et faisons tourner le fil trés rapidement 

la maniére d’une fronde: 4 cause de la persistance des impressions 
fumineuses sur la rétine, nous apercevrons une ligne engendrée par 
la balle. 

3.— Ligne droite.— La plus simple de toutes les lignes 
est la ligne droite dont un fil bien tendu nous donne une 
_ idée suffisamment exacte. 


Bourret. — ELéments pe céou. 4 
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Pour abréger le langage, on dit souvent, au lieu de hgne 
droite, plus simplement, wne droite. 


4. — Propriété caractéristique de la ligne droite. 
— Par deux points distincts il passe une ligne droite et une 
seule. 


De cette propriété il résulte que : 


Deux lignes droites qui ont deux points communs coincident 
dans toute leur étendue ; c’est-a-dire que tout point de l’une 
est situé sur l'autre. 


Pour nommer une ligne droite, il suffit donc de nommer 
deux de ses points. 


Ainsi, lorsqu’on dit : la droite AB, cela signifie. la droite (unique) 
qui passe par les points A ct B (fig. 2). 


ED 


A B 


Fig. 2. — Ligne droite. 


5. — Glissement d’une droite sur elle-méme. — 
Pour bien nous rendre compte de cette propriété capitale 
de la droite, faisons l’expérience suivante : 

Prenons une feuille de carton dont nous relevons les 
deux bords comme lJindique la figure 3; ou mieux une 


Fig. 3. 


boite en bois. Dans les deux bords opposés, percons deux 
trous A et B; et, dans ces deux trous, faisons passer une 
longue aiguille a tricoter bien droite. Saisissons l’une des 
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extrémités entre le pouce et index et faisons-la glisser — 
rapidement dans le sens de la fléche f dans les trous A 
et B. Si le support est bien rigide et immobile, et si l’ai- 
guille est bien droite, la portion AB de la droite paraitra 
immobile. Quoique laiguille se meuve, la portion AB 
occupe toujours la méme position dans l’espace, c’est tou- 
jours la méme ligne. 

Cette expérience prouve qu'une droite peut glisser sur 
une autre droite avec laquelle elle coincide. 

Nous dirons souvent, pour abréger le langage, que la 
droite glisse sur elle-méme. is 

On peut varier 4 l’infini cette expérience. Par exemple, on peut 
faire glisser une aiguille & tricoter bien rectiligne 4 Vintérieur d’un 
tuyau de pipe également rectiligne. Le canal du tuyau forme, en 
creux, une ligne droite que l’aiguille remplit, en plein. Le canal et 
Paiguille forment la méme ligne droite qui glisse sw’ elle-méme. 

6.— Pivotement d’une ligne droite sur elle-méme. 
— Reprenons l’expérience précédente de l’aiguille passant 
a travers deux trous A et B percés dans les deux mon- 
tants d’un support. 

Au lieu de faire glisser l’aiguille dans les trous, faisons- 
la tourner, pivoter entre le pouce et l’index. Si l’aiguille 


n’est pas bien rectiligne (c’est-a-dire si ce n’est pas une 
droite) et si nous la faisons pivoter assez vite, nous aper- 
cevrons, entre A et B (fig. 4), au lieu d’une droite, une 
sorte de fuseau renflé. 

Mais sil’aiguille est rectiligne, elle nous paraitra encore 
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ummobile. Quoique V’aiguille pivote, la portion AB occupe 
toujours la méme position dans l’espace, c’est toujours la 
méme ligne. 

Cette expérience prouve qu’une droite peut pivoter sur 
une autre droite avec laquelle elle coincide. 

Nous dirons, pour abréger le langage, que la deste 
pwwote sur elle-méme. 
Ce double fait de pouvoir a la fois glisser et pivoter sur 
elle-méme est caractéristique de la ligne droite, qui est la 
seule ligne jouissant de cette double propriété. 


Il y a dautres lignes, telles que le cercle dont nous parlerons plus 
loin, qui peuvent g elisser sur elles-mémes ; ; ul n’y en a pas dautres qui 
puissent a la fois glisser et pivoter. 


7. — Tracé des lignes droites. — Dans le dessin géo- 
mélrique on se sert, pour le tracé des lignes droites, des 
instruments principaux qui sont : la planche a dessin, le 
crayon, la régle et le tire-lignes. 

8. — Planche. — Elle est faite dun assemblage de 
planchettes en bois blanc (peuplier par exemple), serrées 
entre deux emboitures en bois dur (hétre). 


A la longue le bois 
blanc subit un certain 
retrait, et les emboi- 
tures dépassent le 
bois blane (fig. 5) ; 
en outre la planche 
se gauchit souvent 
par l’action de ’hu- 
midité. 

Ces inconvénients 
n’existent pas avec 
la planche a ba- 
guettes, dont Vusage 
ne saurait étre trop 
recommandeé. 


Fig. 5. — Planche dessin. Le format le 

plus commode 

pour les travaux des éléves est 1/8 grand aigle, environ 
360 >< 280. 
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C’est sur cette planche qu'on fixe la feuille de papier a 
dessin soit avec des punaises, soit mieux en la collant aux 
_quatre coins par des bandes de papier gommé. 


9. — Crayon. — On emploie un crayon dur n°4; on le 
taille en pointe trés allongée et fine. La pointe est maintenue 
trés aigué, si on a soin de la frotter a plat de temps en 
temps sur le papier de verre. 

Ce crayon donne des lignes fines, bien nettes, ne s’écrasant pas sous 
le frottement des mains ou des vétements. 

40. — Régle. — Elle est large et plate, et non carrée 
comme une régle décolier. Il faut s’assurer qu'elle 
est bien droite. A 
cet effet, utilisons 
lun des caractéres Fegle Viatan 
dune droite (n* 4 un bout 
et 5): ULL 

La régle étant 
posée sur la feuille 
de dessin, tragons une ligne en appuyant la pointe du 
crayon contre Varéte de la régle qui est sur le papier; 


crayor. 


soy 


MMI 


Fig. 6, — Bonne tenue du crayon. 


cecil exige que 
le crayon soit 
tenu comme le 
montre la fi- 
gure 6} vera! 
faut s'habituer 
tout de suite a cette tenue. Retournons la regle en la fai- 


A B 


Fig. 8, 


sant pivoter autour du trait AB qui vient d’étre tracé 
(fig. 7); le crayon doit alors donner de méme un second 
_trait qui coincide exactement avec AB. 
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En outre, la régle doit pouvoir s’appliquer exactement 
contre n’importe quelle partie de AB (fig. 8). (Glisse- 
ment de la droite sur elle-méme.) 


44. — Tire-lignes. — Les lignes du dessin, d’abord au 
crayon n° 4, sont mises a lencre de Chine au moyen du 
tire-lignes (fig. 9), qui existe en un ou deux exem- 
plaires dans toute pochette de compas. 

Ses deux lames doivent étre exactement de méme lon- 


Fig. 9. — Tire-lignes. 


x 


gueur, légérement arrondies, minces a l’extrémité, sans 
étre coupantes. 

On desserre la vis jusqu’a ce que les lames aient un 
demi-millimétre d’écart; tenant le tire-lignes vertical, la 
pointe en bas, on passe entre les lames une plume propre 
chargée d’encre de Chine, qui reste en grande partie dans 
Vinstrument. 

On tourne la vis pour régler l’écartement des lames, 
selon la largeur que l’on veut donner au trait, et que l’on 
essaye sur la feuille méme, hors des marges; jamais, 
sous prétexte de finesse, on ne doit serrer jusqu’a fermer 
le tire-lignes, car alors l’encre ne peut plus glisser. On 
marque a l’encre sur le bouton de vis un trait dans le 
sens des lames, pour retrouver le méme écartement dans 
le cas ot il faudrait incidemment desserrer le tire-lignes. 

La régle étant tenue contre la ligne a tracer, 4 un demi- 
millimétre de distance, on trace cette ligne, en tenant le 
tire-lignes perpendiculaire au plan du dessin, comme un 
fil 4 plomb par rapport 4 une table. I] faut appuyer légé- 
rement, surtout pour favre prendre Vencre sur le papier. 

Si le fonctionnement s’arréte, c’est qu'un filament s’est 
introduit entre les lames, ou que l'encre y a séché. On 


DEFINITIONS FONDAMENTALES. d 


enléve alors obstacle en passant dans le tire-lignes la 
méme plume qui sert pour le charger d’encre; ce n’est 
qu’en cas d’insuccés qu’on desserre les lames pour un 
nettoyage complet, et alors la marque faite au début 
permet de retrouver la méme force de trait. 

Avant de ranger le tire-lignes, on le desserre et on 
Vessuie en dedans et en dehors en se gardant de fausser 
cet instrument trés délicat. 

Le second tire-lignes de la pochette est employé quand 
on a besoin d’encres de couleur, ou quand on a deux 
grosseurs différentes de trait; dans les deux casy un seul 
tire-lignes peut évidemment suffire. 


42. — Intersection des lignes. — Deux lignes peuvent 
avoir un ou plusieurs points communs; ces points sont ce 
quon appelle les points 


d’intersection des deux li- B 
enes. 

Ainsi la figure 10 représente Cc 
deux lignes qui ont trois points 2: rot 4 
intersection A,B et C: ig. 10. — See aes ae de deux 

gnes. 


Deux lignes droites ne 
peuvent avoir qu’un point commun, Si elles ne coincident pas. 


Car, d’aprés la propriété 
fondamentale (n° 4), deux 
lignes droites qui ont deux 
pointscommuns coincident. n 
Par exemple, les deux droites 
- de la figure rt ont un point com- 
mun A qui est leur point d’in- 


lersechion. : 
Fig. 11. — Intersection de deux droites 


43. — Droites illimitées. 
- — Un point qui se meut sur une droite peut la parcourir 
dans deux sens. 

Ainsi le point M peut se déplacer sur la droite D’D 
(fig. 12) soit dans le sens de la fléche /, de gauche 4 droite, 
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soit dans le sens de la fléche f/f, de droite & gauche, 


ete arts 
a | 
D’ M 0 
Fig, 13, 


Pour tracer cette droite, on peut, d volonté, faire aller le erayon de 
gauche a droite ou de droite 4 gauche. 

On concoit, alors, qu'une droite peut étre prolengée trade 
finiment dans les deux sens. 

Une droite est done wlimitée (fig. 13). 


SR 


Fig. 13. — Droite illimitée, 


Pratiquement, il est impossible de figurer une droite ilimitée ; car, 
si grande que soit la feuille de papier sur laquelle on la dessine, on 
peut toujours imaginer que la droite sorte des limites de la feuille, 
Nous devons done, par la pensée, imaginer que la droite de la figure 13 
est prolongée indéfiniment dans les deux sens hors de la page. 


44.— Semi-droites.— Sur une droite indéfinie AB (fig, 14) 
marguons un point O. Imaginons que lon coupe la droite 


B 0 A 


Fig. 14. 


en O, comme un fil tendu qu'on couperait aux ciseaux, 
Nous sectionnerons ainsi la droite en deux portions que 
nous pourrons séparer, et nous obtiendrons ainsi deux 
semi-droites (fig. 15) OA et O'B. 

Un point mobile M se mouvant sur la semi-droite OA 
peut se déplacer indéfiniment vers la droite, car la semi- 
droite est illimitée dans ce sens; mais il ne peut aller plus 
loin que O, vers la gauche, sans quitter la semi-droite, 

Une semi-droite est done limitée d'un seul cdtd, Le 
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point qui la limite est ce qu’on appelle V’origine de la 
semi-droite. 


Ainsi O est lorigine de la semi-droite OA. 


Une semi-droite a un sens, qui est celui dans lequel un 


oe f 


«x» . 
Ree rs a ee a ee e 
8 Cie. 0 M OAR 
Fig, 15. — Semi-droites. 


point se déplace pour lengendrer en partant de Vorigine. 


Ainsi, pour tracer la semi-droite OA, on pose la pointe-du crayon 
en 0 et l’on fait aller le crayon de gauche 2 droite. Le sens dans lequel 
se déplace la pointe du crayon (sens de la fléche f) est ce qu'on 
appelle le sens de la semi-droite OA. 

45. — Segments rectilignes. — Sur une droite illimitée 
AB prenons deux points A et B et ne conservons que la 
portion de cette droite 
qui est comprise entre A ees tne aae LE 
et B. Nous obtenons ainsi 
ce qu’on appelle un seg- 
ment de droite ou segment rectiligne. 

Les deux points A et B (fig. 16) qui limitent le segment 
AB sont appelés ses eatrémités. 


Fig. 16, — Segment rectiligne. 


Deux segments rectilignes AB et CD sont dits égaux si 
l’on peut transporter l'un des segments CD sur l'autre AB, de 
facon a faire coincider leurs ex- 
trémités, par exemple C avec A EY 4 
et D avec b. C D 


nr eed 

Les deux segments AB et CD 
(fig. 17) étant égaux, si l’on 
transporte CD de facon que C vienne en A, et B en D, ces 
deux segments coincideront dans toute leur élendue, puis- 
que par deux points on ne peut faire passer qu'une droite, 


Fig. 17. — Segments égaux, 


Par exemple, les allumettes d’une méme boite sont, 4 peu prés, des 
sepments rectilignes égaux. 
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16.— Mesure d'un segment rectiligne.— Soient AB 
et CD (fig. 18) deux segments rectilignes. Imaginons qu'on 
prolonge AB d'une Jongueur BE égale a CD, c’est-a-dire 


A B e 


i Rf 


el 


C D 


Fig. 18 


que BE est un segment égal au segment CD, et que les 
trois points A, B et E sont en ligne droite. Le segment 
AE, ainsi obtenu, est ce qu’on appelle la somme des deux 
segments AB et CD, et lon écrit, comme en arithmétique, 


AE = AB + CD. 


Inversement, le segment AB est la différence entre les 
segments AE et CD, et on écrit : 


AB =AE— CD. 


On peut évidemment répéter Vopération de l’'addition 
de deux segments plusieurs fois, et ainsi faire la somme 
de plusieurs segments. 

Considérons, par exemple, frovs segments égaux AB, 
BC, CD (fig. 19) placés bout A bout de facon a former leur 


A B Cc D 


somme, nous obtenons ainsi un segment total AD, qui est 
égal a trois fois le segment AB ou qui est le ériple du seg- 
ment AB. 

Inversement, le segment AB, étant contenu trois fois dans 
AD, AB est le fers de AD. 

On peut dire que le segment AB est obtenu en divisant 
AD en trois parties égales. 2 
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En opérant de la méme maniére, on pourra de méme 
former un segment égal a 10, 20 fois AB, et inversement; 
AB sera le dixiéme, le vingtieme des segments obtenus. 

Pour mesurer les segments rectilignes, on prend comme 
unié un segment bien défini qu’on appelle le métre, qu’on 
a appris a connaitre en arithmétique, et ses multiples et 

_sous-multiples. 

On cherche combien de métres, décimétres, centimétres, 
millimétres sont contenus dans le segment donné; c’est- 
a-dire qu’on cherche combien il faudrait placer bout a 
~ bout de métres, décimétres, centimétres, millimetres, pour 
obtenir un segment égal au segment donné. 


La mesure d’un segment est ce qu’on appelle sa longueur. 


Dire que la longueur d’un segment est de 0*,25 cela veut dire qu’il 
est égal au segment obtenu en placant bout 4 bout 25 segments égaux 
de 1 chacun. 

47. — Double décimétre. — Dans le dessin géomé- 
trique, on se sert, pour mesurer les segments rectilignes, 
du double décimétre. 1) doit porter, sur un bord biseauteé, 
une division en millimétres, par des traits fins et non 
- écaillés; pour cela, instrument doit étre en bois dur ou 
en os. 


48. — Surfaces. — Une feuille de papier, une plaque de 
tole trés mince (aussi mince qu’on puisse l’imaginer), 
donnent une idée de ce qu'on appelle une surface. 

Toute portion de l’espace, tout objet matériel, est limité 
par sa surface. 


- 49.— Le Plan. — La plus simple de toutes les surfaces . 
est le plan, dont la surface d’une table, d’un mur bien 
dressé, d’une eau calme, nous donnent une idée trés 
exacte. 

20. — Propriété caractéristique du plan. — Toute 


_ droite qui joint deux points queleonques dun plan est tout 
entiére située dans ce plan. 
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Si entre deux points d’une table bien plane on tend un fil, ce fil 

touchera la table en tous ses points. Une régle bien droite dont on 
ose le bord sur une table touche la surface de la table sur toute la 
ongueur de son bord, quelle que soit l’orientation de la régle. 

21.— Glissement d’un plan sur lui-méme. — On peut 
faire coincider deux plans quelconques dans toute leur 
étendue. 

Ainsi, si lon pose un livre sur une table, la couverture du livre 
touche la table en tous ses points. Une régle 4 dessin posée sur une 
planche touche la planche en tous les points de sa surface. 

Lorsque deux plans coincident, on peut faire glisser Pun 
des plans sur l’autre, sans qu’ils cessent de coincider. 

On peut, par exemple, faire glisser une régle sur une planche, un 
livre sur une table, ete. 

Cette propriété, que posséde le plan de pouvoir glisser 
sur un plan avec lequel il coincide, est trés importante. 
Nous dirons souvent, pour abréger le langage, que le plan 
glisse sur lui-méme. 

22. — Figures. — On donne le nom de figure géométrique 
a tout ensemble de points, lignes ou surfaces. 

On dit souvent, en abrégé, une figure, au lieu de: une 
figure géométrique. 

Une figure est dite plame Jorsqu’elle se compose d'un 


ensemble de points ou de lignes 
A situés dans un méme plan. 


Nous allons rapidement définir 
les principales figures planes. 


0 23. — Angles. — On appelle 
angle Ja figure formée par deux 
semi-droites ayant méme origine. 

Les deux semi-droites sont ap- 
B pelées les edtés de l'angle et leur 


Bigs soctcehnense origine commune le sommet. 


Pour désigner un angle on met 
une lettre au sommet et une lettre a chacun des cotés. 
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On énonce l’angle en énoncant ces trois lettres de fagon 
que celle qui désigne le sommet 

: B 
soil la seconde. 


ae fin 
Ainsi l'angle AOB (fig. 20) a pour A 
sommet le point O et pour célés 
les deux semi-droites OA et OB. 


24. — Lignes brisées. — On 
appelle ligne brisée la figure ob- D 
tenue en joignant successive- , 
ment un certain nombre de 
points par des segments de E 
droite, qu’on appelle les cétés Fig. 21. — Ligne brise. 
de la ligne. Les extrémités des 
cétés sont les sommets de la ligne brisée. 

Ainsi la figure ABCDE (fig. 20), formée par les segments de droite 
AB, BC, CD, DE, est une ligne brisée dont ces segments sont les colés. 


25.— Lignes courbes. — Toute ligne qui n'est ni droite 
ni brisée est dite courhe. 


Une ligne est courbe 
lorsqu’aucune portion 
_decette ligne n’est un 
: segment de droite. Fig. 22%. — Ligne courhe. 
La figure 22 donne un exernple de ligne courbe. 


26.—-Lignes fermées. — Une ligne est dite fermée lors- 
_ qu’un point mobile peut la parcourir tout entiére, une seule 
fois, sans jamais la quitter, et revenir au point de départ. 


On peut tracer une telle % 


ligne d’un seul trait de ae = 
crayon, sans jamais lever 
le crayon, et en revenant 


au point de départ. 


_— 
La figure 23 est un exemple 


de ligne courbe fermée. En pla- 
cant la pointe du Se bas en kh et 
_déplacant le crayon dans le sens 
des fléches, on peut la tracer tout entiére d’un svul trait; et, lorsque 


Fig. 23.— Ligne fermée. 


14 ELEMENTS DE GEOMETRIE. 
la courbe est tracée, la pointe du crayon est revenue en A. 


27. — Polygones. — 

A B Un polygone est la figure 
obtenue en joignant suc- 

cessivement un _ certain 

G Gc nombre de points par des_ 
D segments de droite et en 

revenant au point de dé- 


part. \ 
& Un polygone est une 
polygs 
F ligne brisée fermée. 
Fig. 24. — Polygone. Les segments de droite 


qui constituent le poly- 
gone sont appelés ses eétés et les extrémités de ces seg- 
ments sont les sommets. ; 

Pour nommer un polygone, on place des lettres aux 
sommets, et on énonce successivement ces lettres dans 
ordre de rencontre d’un point mobile qui parcourrait le 
polygone dans un certain sens. 

Un polygone a toujours autant de sommets que de cétés. 


On appelle périmétre d'un polygone la somme des longueurs 
de ses cétés. 


Ainsi (fig. 24) ABCDEFG est un polygone de sept cdtés AB, BC, CD, 
DE, EF, FG, GA, qui a également sepé sommets A,B,C,D,E,F et G. 


28.— Triangles.— Un triangle est un polygone de trois 
cétés. 


TRIANGLES 
E Q 
B 
Cc 
A D F P R 
Quelconque. lsocéie. Equilatéral, 


Fig. 25. 
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Un triangle est dit isocéle lorsqu’il a deux cétés égaux. 
Un triangle est dit équilatéral lorsque ses trois célés sont 
égaux. 


Dans la figure 25, ABC est un triangle quelconque ; DEF est un 
triangle isocéle, car les cétés DE et KF sont égaux; PQR est un 
triangle équilatéral, car les trois cétés PQ, QR et RP sont égauy. 


29. 


Quadrilatéres. — Un A 


quadrilatéere est un polygone de B 
quatre cétés. 

Ainsi dans la figure 26 le polygone 
ABCD est un quadrilatere. 

30. — Polygones ayant plus 0 C 


de quatre cétés. — Les polygo- 
nes les plus usités ayant plus 
de quatre céotés sont nommés de la facon suivante : 


Fig. 26. — Quadrilateére. 


Un pentagone’ estunpolygonede 5 cotés. 


Un hexagone — 6 — 
Un heptagone — 7 — 
Un octogone — 8 — 
Un nonagone — 9 — 
Un décagone — 10 — 
Un dodécagone — 412 — 
Un pentédécagone — “ye 


31. — But de la Géométrie. — La géométrie a pour 
objet I’étude des propriétés des figures, dites géométriques. 
Nous avons déja appris a connaitre les figures géo- 
métriques : le point, les lignes, les surfaces. 


32. — Proposition. — Une proposition est Vénoncé 
dune vérité mathématique. 

On distingue les propositions en deux grandes catégo- 
ries, suivant qu’on peut les démontrer ou non. 


33. — Axiomes et postulats. — On appelle axiome 
une proposition évidente par elle-méme. 


Exenpxe : Deux figures égales 4 une troisi¢me sont égales entre elles, 
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On appelle postulat une proposition que l'on demande 
d’admettre sans démonstration. 

Les axiomes et les postulats sont des propositions que 
Yon ne peut pas démontrer (a moins d’admettre d’autres 
axiomes). Ce sont des vérités fondamentales que nous 
devons considérer comme acquises par l’expérience et 
lobservation. 


34. — Théorémes. — Un théoréme est une proposition 
que l’on peut démontrer. 

En général, l’énoncé d’un théoréme comprend deux 
parties : 

L’hypoihése, qui est la supposition que lon fait ; 

La conclusion, qui est ce que l’on veut démontrer, en 
supposant Vhypothése vraie. 

La démonstration a pour but de montrer, par un raison- 
nement, comment la conclusion découle de lhypothése. 

Exempte. — L’énoncé suivant: Sz dans un triangle il y a deux 
célés égaua, il y a aussi deux angles égaux, est un théoréme. 

L’hypothése est que le triangle a deux cdtés égaux : c’est ce que l’on 
suppose. 

La conclusion est que le triangle a deux angles égaux. 

La démonstration a alors pour but de prouver que si I’hypothése est 
vraie, ¢’est-a-dire si dans un triangle il y a deux cédtés égaux, la con- 
clusion l’est aussi, c’est-i-dire qu’il y a aussi deux angles égaux. 


35.— Corollaires. — Qn appelle corollaire une propo- 
sition qui est une conséquence immédiate d'un ou de plu- 
sieurs théorémes analogues. 


35. — Lemmes. — On appelle lemme un théoréme pré- 
liminaire destiné a faciliter la démonstration d’un théoréme 
plus important. 


37.— Remarque. — Dans ce cours abrégé de géométrie, 
ilarrivera fréquemment que nous ne ferons pas la démon- | 
stration de certains théorémes, soit parce que ces démon- 
strations sont trop difficiles, soit parce qu’au contraire 
ces théorémes sont si simples qu’une vérification expéri- 
mentale peut suffire a en assurer la vérité. 
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Nous désignerons toujours ces théorémes sous le nom 
de principe. Ainsi, chaque fois que, dans la suite, on trou- 
vera le titre principe, on saura quiil s’agit d’une proposi- 
tion qui peut étre démontrée, que nous démontrerons plus 
tard dans le cours complet, mais que nous nous conten- 
tons pour l’instant de vérifier expérimentalement. 


§ 2. — Translation. — Paralléles. 


38. — Invariabilité des figures. — Déplacement. — 
Voici, une régle, un crayon ; je les prends, et jai la 
notion bien nette que, tandis que je les déplace, ces 
objets conservent toujours la méme forme et les” mémes 
dimensions. 

En géométrie nous supposerons toujours que les figures 
sur lesquelles nous raisonnerons restent ainsi mvariables 
lorsqu’elles se meuvent. 

Le changement de situation d'une figure invariable est ce 
gu’cn appelle un déplacement. 

Lorsqu’on déplace un objet, une figure, cette figure ne 
change ni de forme, ni de grandeur, elle change simple- 
ment de situation par rapport aux objets environnants. 

L’étude des propriétés des figures résulte de leur 
comparaison. Cette comparaison se fait généralement 
au moyen de déplacements, et c’est A cause de cela que 
ces déplacements jouent un réle prépondérant dans la 

géomeétrie. 


39. — Trajectoires. — Lorsqu’un point se meut, il dé. 
crit une ligne (n° 2). Cette ligne est ce qu’on appelle la 
trajectoire du point. 

Les diverses positions d’un méme point sur sa trajec- 
toire seront ce que nous appellerons des points /omo- 
loques. 

40. — Le T et l’équerre. — Nous étudierons d’abord 


Bourtet. — Evéwents DE Géou. y 
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le plus simple des déplacements qui est la translation 


Fig. 27. — LeT. 


de facon que 
la partie sail- 
lante de la tra- 
verse s’appuie 
sur le bord gau- 
che D’ de ‘la 
planche. Nous 
pouvons alors 
faire glisser le 
T sur Ja plan- 


rectiligne. Pour eu avoir une 
idée bien nette nous ferons 
quelques expériences avec 
deux instruments de dessin 
qui sont le T et l’équerre. 

Le T se compose (fig. 27) 
d’une régle, assemblée par un 
bout avec une plaquette 
plus épaisse ou fraverse. La 
différence d’épaisseur entre 
la régle et la traverse ne se 
voit que sur une face. 

L’équerre est une plan- 
chette triangulaire (fig. 28) 
munie dun trou (ceil de l’é- 
querre) qui en facilite le 
maniement. 

41. — Translation rec- 
tiligne. — PREMIERE EXPE- 
RIENCE. — Prenons une plan- 
che a dessin P (fig. 29) et pla- 
cons sur cette planche un T 


Fig, 28. — Equerres. 


che de fagon que la traverse glisse le long du bord D. Ce 


mouvement réalisé 
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mouvement du T est un mouvement de translation rectil- 
gne. 
| —____ Si Pon a dessiné une fi- 
gure, un triangle parexem- 
ple, sur larégle duT, cetle 
figure sera entrainée avec 
le T et,pour deux positions 
T, et T, de l’instrument, le 
triangle occupera deux 
positions successives F, et 
F,. Nous dirons que Fy se 
déduit de F, par une 
translation vectiligne de 
glissiére D. 
SECONDE EXPERIENCE. — 


Fig. 29. — Translation d’un T. 


_ Sur une planche a dessin pla- 
. cons une régle plate que nous 
- maintiendrons fixe 4 la main; 
puis posons sur la planche 
une équerre de facon que l'un 
de ses cdtés soit 

~ appuyé sur l’un des 
~ bords D de la régle 
(fig. 30). Nous pour- 
~ ronsalors faire glis- 
ser l’équerre le long 
» de la régle et le 


sera encore un mou- 
vement de transla-- 
_tion rectiligne. Si 
nous découpons dans l’équerre une figure, elle sera en- 


Fig. 30, — Translation d'une équerre. 
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trainée avec l’équerre et, pour deux positions E,, E, de 
Vinstrument, la figure occupera deux positions F, et F.. 
Nous pourrons d’ailleurs avec un crayon tracer, a travers 
Youverture, les contours de ces deux figures sur la plan- 
che. Nous obtiendrons ainsi deux figures F, et F,, tracées 
sur la planche, et nous dirons encore que l'une se déduit 
de l’autre par translation. 

Remarque. — Pour bien se familiariser avec le mouvement de 
translation, les éléves devront exécuter eux-mémes les expériences 
précédentes Il est recommandé de leur faire construire, a cet effet 


de fausses équerres en carton ayant une forme triangulaire arbi- 
traire. 


42. — Définition.— Dans les deux expériences précé- 
dentes nous avons eu affaire a : 

1° Un plan fixe P (la planche a dessin) contenant une 
droite fixe D (le bord de la planche ou celui de la régle) ; 

2° Un plan mobile-p (la régle du T ou le plande l’équerre), 
contenant une droite d tracée dans ce plan (la cannelure 
de la traverse ou le bord de l’équerre) et mobile avec lui. 

Dans les deux cas le plan mobile p glisse sur le plan 
fixe P de telle sorte que la droite d glisse sur la droite | 
fixe D. Ceci conduita la définition générale suivante : / 

Soit P un plan fixe et D une droite fixe tracée dans ce 
plan. Imaginons un second plan p et une droite d tracée dans 
ce plan. Placgons le plan p sur le plan fixe P de fagon que la 
droite d coincide avec la droite D. Nous pourrons alors faire 
glisser le plan mobile p sur le plan fixe P de fagon que la 
droite d, appelée glissiére mobile, glisse sur la droite D, 
appelée glissiére fixe ; nous réalisons ainsi un mouvement 
de translation rectiligne. 

Considérons une figure f tracée dans le plan mobile p. 
Lorsque ce plan, passe successivement par deux posi- 
tions, la figure f occupe successivement, dans le plan 
fixe P, deux positions F, et F,. Nous dirons, que F, se 
déduit de F, nar une translation. 


Nous dirous encore que F, et F, sont deux figures homo- 
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logues par translation et que les points qui sont les posi- 
tious successives d’un méme point sont des points homologues. 

Dans la suite, pour abréger le langage, nous dirons 
toujours briévement wne translation, ne sous-entendant 
quil s’agit d’uneé translation rectiligne. 


48. — Postulat de Méray. — Deux translations recti- 
lignes successives peuvent étre remplacées par une seule. 


En d'autres termes, s'il existe une premiére translation 
qui fait passer une figure de la position F a la position F’ 


Fig. 31. — Composition de deux translations. 


(fig. 31), puis une seconde translation qui la fait passer 
de F’ en F”, il existe une troisiéme translation rectiligne 
qui fait passer directement la figure de F en F”. 


On ne saurait trop insister sur ce postulat qu’il faut bien saisir, 
car il fait comprendre le mécanisme des translations et fait connaitre 
une propriété importante qui a des applications pratiques constantes, 


Exempie I. — Considérons (fig. 32) un T qui glisse le long d’une 
planche. Soit T, sa premiére position. Faisons-le glisser ensuite de 
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Fig. 32. — Translations successives d’un T. 


T, en T, par une premiére 
translation ; puis de T, en T; 
par une seconde translation. 
Il est clair qu’on aurait pu le 
faire glisser d’un seul coup de 
T, en T; par une seule trans- 
lation. 

Ici les trois translations ont 
la méme glissiére, qui est le 
bord D de la planche. 

Exempce Il. — Considérons 
une équerre KE, (fig. 33) et 
faisons-la glisser le long de la 
glissiére D,, coincidant avec 
un de ses cétés, jusqu’en K,. 
Faisons ensuite glisser |'é- 
querre de E, en E; suivant 
la glissiére D,, le long d’un 
second cété. On voit sans 
peine qu’on aurait pu ame- 
ner directement l’équerre de 
f, en E, par un seul glisse- 
ment. 

Dans le cas particulier de 
la figure, cette translation 
unique, gui remplace les 
deux premiéres, aurait pour 
glissiére le troisigme coté D; 
de l’équerre Ky. 


Fig. 33. — Translations successives d’une équerre. 
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44. — Principe. — Dans toute translation rectiligne, un 
point du plan mobile (ou de la figure mobile) décrit une droite, 
et cette droite est une glissiére. 


Ainsi, dans la fig. 31, nous avons figuré en pointillé les 
segments de droite décrits par les sommets des poly- 
gones F et F’ dans leurs diverses translations. Ce sont ce 
qu’on appelle les trajectoures des sommets. 


Pour mettre ce principe en évidence expérimentalement, placons 
sur une planche une régle R (fig. 34) que nous maintiendrons fixe; 
puis, a coté d’elle, une seconde régle R’ identique. Tracons au crayon 
Ja droite D suivant le cété libre G’ de la régle R’. Faisons glisser la 


régle R’ le long de la régle R dans le sens de la fléche f. Nous con- 


Statons » ; 
1° Qu’un point quelconque M du bord G’ de la régle R décrit Ja 


droite D; ; ; ; 
2° Que la droite G’ coincide toujours avec D sur laquelle elle glisse. 


D est done une glissiére. 


Ainsi on peut faire glisser sur une planche une régle 
mobile entre deux régles fixes. Il y a alors deux glissiéres. 
Mais on concoit qu’il peut y avoir autant de glissiéres que 
Von veut. 


45. — Résumé important. — Lorsqu’un plan  glisse 
‘sur un plan P, de fagon qu’une droite d de p glisse sur une 
droite D de P, on dit que p est animé dun mouvement de 
translation: d est appelée glissiére mobile et D glissiére 
fie. 

Une figure f du plan p se déplace avec lui. Si, au 
‘commencement du mouvement, f occupe dans le 
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plan P la position F, et qu’a la fin elle occupe la position 
F’, on dit que F’ est homologue de F. Les deux figures F 
et F sont égales. 

Si, par une premiére translation, f passe de la position F 
ala position F’, et que, par une seconde translation, elle 
passe de F’ en F’”, il existe une translation qui permet 
d’amener directement f de F en F”. 

Dans un mouvement de translation rectiligne tout point 
du plan mobile p se déplace sur une droite de P. Cette 
droite est une glissiére, c’est-a-dire qu'il y a une droite 
de p qui, dans le mouvement, glisse sur elle. 

Il y a donc une infinité de glissiéres qui sont les trajec- 
toires des points de p. 


46. — Droites paralléles. — Définition. — Deux 
droites, situées dans un méme plan, sont dites paralléles 
lorsque l’une se déduit de l'autre par une translation. 

De cette définition découlent immédiatement les deux 
tracés suivants des paralléles. 


47. — Tracé au moyen du T. — Appuyons la traverse 
du T sur le cété gauche de la planche, de fagon que la 
réglo s'applique sur la planche elle-méme. 

Tragons une droite en appuyant le crayon le long de la 
régle du T. Ceci fait, faisons glisser le T et tracons une 
nouvolle droite : 

Les deux droites ainsi obtenues sont paralléles. 


48. — Tracé au moyen de l’équerre. — Posons une 
régle sur la planche et, de la main-gauche, maintenons 
solidoment cette régle fixe. Ceci posé, appuyons lun des 
cotés dune équerre (fig. 35) le long de la régle et tracons 
la droite AC en nous servant de l'un des autres cétés 
libres, comme guide. Maintenant la régle fixe, faisons 
glisscr l’équerre le long de la régle. Dans cette nou- 
velle position, tragons, en nous servant du méme cdté 
libre comme guide, la droite DR. ; 
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Les deux droites ainsi oblenues AC et BD sont paral- 
léles. Pour cbtenir 
toutes les paralléles 
a une droite, on 
appliquera donc (fig. 
35) suivant cette droite 
CA lun des trois cé- 
tés de léquerre, de 
préférence le cdté 
moyen; contre un 
autre cdété, de préfé- 
rence le plus petit, on . 
applique une régle 
qui sera maintenue Fig. 35. — s'racé des paralléles. 
fie. Il ne reste plus 
qu’a faire glisser l’équerre le long de la régle. 


49. — Principe. — Deux droites paralléles qui ont un 
point commun coincident. 


Nous considérerons ce principe comme évident expéri- 
mentalement. 

Il est clair, en effet, que si deux droites sont homolo- 
gues par translation, c’est-a-dire se déduisent lune de 
Vautre par le mouvement d’une équerre, elles coincideront 
dés qu’elles auront un point commun, car dés que le bord 
de l’équerre passe par un point delune des droites, ce bord 
coincide avec elle. 

Remarovue. — Il est bon d’insister sur ce fait que deux 
droites, qui se déduisent lune de J’autre par translation, 
coincident dés quelles ont un point commun. [1] cn résulte 
qu il ya une infinité de translations qui aménent une droite 
D a coincide” avec sa paralléle D’; car dés qu’un point de 
D est venu coincider avec un autre point arbitraire de D’, 
ces deux droites sont confondues. 


50. — Théoréme. — Deux droites paralléles distinctes ne 
‘se rencontrent pas. 
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Car si elles avaient un point commun, elles coincide- 
raient (n° 49). 
54. — Théoréme. — Deux droites paralléles a une troi- 
siéme sont paralléles entre elles. 
En effet, dire que les droites D’ et D” (fig. 36) sont pa- 
ralléles a une trol- 
D2 Se sienna De ae 
D’ que, par une trans- 
lation, on peut 
amener D’ en D, et 
Fig. 36. que, par une autre 
translation,onpeut 
amener D en D”. Par suite, en vertu du postulat du n° 43, 
il existe une translation qui améne directement D’ en D”; 
et ces deux droites sont paralléles. 


D 


52. — Théoréme. — Par un point d'un plan on peut me- 
ner une paralléle a une droiie de ce plan et une seule. 

Soit (fig. 37) D 
une ,droite et O 
un point. Pour 
tracer une paral- 
léle 4 D passant 
par O, opérons 
comme au n° 48. 
Posons une 
équerre sur le 
plan de facon que 
Yun des cdtés 
AB coincide avec 
D. Appliquons 
une régle le long 
du coté AC del’é- 
querre et mainte- 
nons fixe cette 
régic. Pour avoir la paralléle demandée, il suffit de faire 


Fig. 34. 
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glisser l’équerre le long de la régle jusqu’a ce qu'elle 
occupe une position A’B’C’, telle que le coté A’B’ passe 
par O. A’B’ est alors la paralléle D’ cherchée. 

Cest dailleurs Ja seule, car s'il existait une autre paral- 
léle a D, soit D”, passant par O, les droites D’ et D” étant 
paralléles 4 D seraient (n° 54) paralléles entre elles et 
comme elles ont un point commun O, elles coincideraient 
(n° 49). 


53. — Théoréme. — Lorsque deux droites sont parallé- 
les, toute droite qui rencontre l'une rencontre I'autre. 


En effet, soient (fig. 38) Det D’ deux droites paralléles et 

4 une droite qui rencontre D en un point A. Si Ion fait 
‘une translation en prenant pour glissiére 4, la droite D se 
-déplacera parallélement a elle-méme et on pourra l’amener 
a passer par un point O de D’. A ce moment elle coinci- 
dera avec D’,et le point A, en décrivant la glissiére 4, sera 
venu en A’ sur D’. 

Ce point A’ sera commun a 4 et D’. Done ArencontreD’. 
 Pratiquement, pour effectuer la translation de D, on peut imaginer 
qu’on ait construit une sorte d’équerre fausse E dont un cété coincide 
avec J et Vautre avec A. Il suffit de faire glisser léquerre E le long 


de A jusqu’a ce que, en 4’, le cété libre passe par O. Le sommet A 
est bien alors venu en un point A’ qui est a la fois sur D’ et A. 
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54.— Corollaire. — Deux droites respectivement paralléles 
a deux droites qui se 
coupent, se rencon- 
trent. 


Soient A et B (fig. 
39), deux droites qui 
se coupenten O. Soit 
A’ une paralléle a A 
et soit B’ une paral- 
léle a B. 

A rencontrant B, 
rencontre sa paral- 
léle B’; mais alors B’, 
rencontrant A, rencontre sa paralléle A’. Done A’ et B’ se 
coupent. 


Fig. 39. 


55. — Théoréme [REcipRoQUE pu N° 50|. — Deux 
droites d’un plan qui ne se rencontrent pas sont paralléles. 


Soient, en effet (fig. 40), D et D’ deux droites d’un plan 
qui ne se rencontrent pas. Elles sont paralléles; en effet, 
par un point O de D’ menons la paralléle 4 a D. Si D’ ne 


0 A 
E D’ 


D 


Fig 4o. 


coincidait pas avec 4, D’, rencontrant 4 en O, rencontrerait 
aussi (n° 53) la paralléle D & A, ce qui est contraire a 
notre hypothése. Il faut done que D’ coincide avec 4, c’est- 
a-dire soit paralléle a D. 

56. — Remarque sur les Réciproques. — Deux théo- 


rémes sont dits réciproques l'un de l'autre lorsque la conclu- 
sion de l'un est I'hypothése de I autre et vice-versa. 
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Ainsi les deux théorémes des n* 50 et 55 sont réciproques 
Pun de l’autre. 

Dans le premier (n° 50), !hypothése est : deux droites sont 
paralléles; etla conclusion : les deux droites ne se rencon- 
- trent pas. 

Dans le second (n° 55), ’hypothése est la conclusion du 
précédent car c’est : deux droites ne se rencontrent pas; 
tandis que la conclusion est V’hypothése précédente, a 
savoir : les deux droites sont paralléles. 

Il est bon de noter de suite que lorsqu’un théoréme est 
vrai, le théoreme réciproque ne lest pas nécessairement. 


57. — Principe. — Dans une translation rectiligne toutes 
les glissiéres sont paralléles entre elles. 


Fig. 41. 
ie 


Ce principe est facile 4 vérifier expérimentalement. Tracons, sur 
une teuille de papier (fig. 41) une droite G a la régle, et laissons la 
régle en place. Sur la régle appuyons une équerre; et en un point O 
de l’équerre fixons un bout de crayon. ; re 

Si Von fait glisser l’équerre le long de la régle on réalise un mou- 
vement de translation dont G est une glissiére et Je crayon O décrit 
une droite G qui est une seconde glissiére. oy 

En déplagant O sur l’équerre, on peut tracer autant de glissiéres 
que l’on voudra. On vérifie ensuite 4 l’équerre que ces glissiéres sont 
paralléles. 


Réciproque. — Lorsque plusieurs droites sont paralléles, 
dans toute translation pour laquelle I’une d’elles est glis- 
siére, les autres le sont aussi. 


58. — Application. — Trusquin — Cette propriété 
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des glissiéres dans le mouvement de translation est utilisée — 


Fig. 42. — Trusquin. 


par les menuisiers 
dans le trusquin. 
Cet appareil se 
compose d'une pla- ° 
que de bois D 
(fig. 42) traversée 
par une piéce AB 
qui porte un tra- 
coir T. On appuie 


la plaque D le long du bord d’une planche de fagon que 
Je tracoir T touche la planche. Lorsqu’on fait glisser le 
trusquin, le tracoir trace sur la planche une droite pa- 
ralléle au bord. 

En effet, le trusquin est animé d’un mouvement de 
translation dont le bord de la planche est une glissiére. 
Le tragoir T trace une seconde glissiére. 


On peut enfoncer plus ou moins la piéce AB dans la plaque D dans 
laquelle elle est maintenue par une clef C. On peut ainsi faire varier 


Ja distance du tragoir au bord de la planche. 


59. — Semi-droites paralléles. — Soient AB et A’B 
(fig. 43) deux droites indéfinies paralléles, O un point 
de AB et O' un point de A’B’. Si l'on effectue une transla- 
tion de glissiére OO’ qui améne O en O’, la droite AB 
viendra coincider avec A’B’; par suite, la semi-droite OA 


A’ 


viendra coincider 
avec l'une des deux 
semi-droites O/A’ 
ou O’B’. Suppo- 
sons qu'elle vienne 
coincider avec 
O’A’, les deux semi- 
droites OA et O/A 
sont alors dites 


paralléles et de méme sens, tandis que les deux semi- 


TRANSLATION. — PARALLELES. 31 


droites OA et O’B’ sont dites paralléles et de sens conlraires. 
En résumé: 


Deux semi-droites sont paralléles et de méme sens Si on 
peut les faire coincider par 
translation (fig. 44) 0’ A’ 
HWeU<ESCHNICQrOLLeS © SODLEpa— a a ae 
valléles et de sens con- 
Straires si on peutlanaar ——_—_—_—_—_—_——— 


en prolongement l'une de 0 A 
l’autre par translation (fig. 44 Fig. 44. — Semi-droites paralléles 
bis). de méiie sens. 

60.— Sens d'un 0’ rey. 
segment. — Etant fare 


donné un segment 
* eR EE A 
de droite AB (fig. 


“A 8) 


Fig. 44 bis. — Semi-droites paralléles de sens 
: contraires. 


45), désignons le 
point A sous le 
nom d’origine et le 
point B sous le nom d’extrémité. Nous appellerons alors 
sens du segment celui’ dans lequel se déplacerait un 
point qui décrirait le segment en allant de Vorigine Aa 
Vealrémilé B. 


61. — Segments égaux et paralléles. — Considérons 
deux droites indéfinies paralléles D et D’ (fig. 45) et sur. 
ces deux droites deux segments égaux AB et A’B’.' Par 
une translation, amenons A en A’, les deux droites indéfi- 
nies D et D’ coincideront. Si B vient se placer du méme 
coté de A’ que B’, les deux segments égaux AB et A’B 
coincideront (fig. 45): nous dirons alors qu’ils sont de 
méme sens. Dans le cas contraire, si B ne vient pas se pla- 
cer du méme coété de A’ que B’, B occupera une position 
B” telle que A’ soit le milieu de B’B” (fig. 45 bis) : les 

deux segments égaux sont alors dits de sens contratres. 

En résumé : 


Deux segments égaux sont paralléles et de méme sens Si 


aN ree = ke 
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on peut les faire coincider par la translation qui améne 
leurs origines en coincidence (fig. 45). 

Deux segments égaux sont paralléles et de sens contrai-— 
res si la translation qui fait coincider leurs origines les 
place en prolongement I’un de I’autre (fig. 45 bis). 


D’ A’ B’ 62. — Théoréme. — Dans 
$$ ———— et ——$ une translationrectiligne tous 
Ji { les points de la figure mobile 


H décrivent des segments recti- 
lignes égaux, paralléles et de 
ey Minn eer Pa IRN méme sens. 


DA B 


Fig. 45. 


/ / 
/ ‘ 
/ 


Soient A et B (fig. 45) deux 
points de la figure mobile, 
A’ ct BR’ les homologues aprés la translation. Les deux 


segments AB et A’B’ 
B’ ee as A’ B” ja 


———— ae se déduisant l’un de 
Be = l'autre par translation 
a = sont égaux, paralléles 

af FN # et de méne sens. 
(ott | ee Bee Ca Joignons AA’ et BB’ 
Fig. 45 bos. 1° AA’ et BB’ sont 


paralléles, car ce sont 
les trajectoires des points A et B (n° 57). 
2° AA’ et BB’ sont égaux et de méme sens. En effet, 
comme AA’ et BB’ sont paralléles, on peut amener la 
droite indéfinie AA’ a coincider avec la droite indéfinie 
BB’ par une translation de glissiére AB qui améne A en 
B. Dans ce mouvement A’ (n° 57) décrit la paralléle A’B’ 
a AB; par conséquent, le point A’ reste sur A’B’, et comme 
il vient se placer sur BB’, il tombe nécessairement en B’ 
intersection de A’B’ et BB’. Les deux segments AA’ et BB’ 
décrits par deux points A et B sont done paralléles, égaux 
et de méme sens, puisqu’ils coincident par transla- 
tion. 


KEMARQUE. — Le quadrilatére ABB’A’ (fig. 45) dont 


t) 
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les cétés opposés sont paralléles est ce qu’on appelle un 
parallélogramme. 


63. — Exercice. — Soit ABC (fig. 46) un triangle ; par le 
mileu D de AB, menons la paralléle DE & BG qui coupe AC en E, et 
la paralléle DF 2 AC qui coupe BC en F. 

Joignons EF. A 

Les trois triangles AED, DEB et 
ECE sont égaux. 

1° Faisons subir au triangle AED 
une translation de glissiere AD qui E D 
améne A en), D viendra en B puisque 
AD=DB. D’ailleurs AK viendra coin- 

cider avec sa paralléle DF, et DE avec 

sa paralléle BF. Le triangle AED est 

donc venu coincider avec DFB. On © F 
en conclut que les deux segments DF 
et AE, qui coincident par translation, 
sont égaux, paralléles et deméme sens. 

2° Faisons subir au triangle AED une translation de glissiére AE qui 

améne A en KE, le point D décrira le segment DF paralleéle et égal 4 AE 
et de méme sens. D viendra donc en F, et comme A est venu en E, AD 
‘est venu coincider avec EF. De plus, DE viendra coincider avec sa 
paralléle FC. Le triangle AED est alors venu coincider avec ECF. 

_ Onen conclut que: 


Dans un triangle, la droite qui joint les milieux de deux 
cétés est paralléle au troisiéme cété et est égale a sa moitié, 


Fig. 46, 


Car, & cause des égalités des trois triangles: 
AESEC -. et.) 1 CR==EB, 
Fest le milieu de AC, F est le milieu de BC. De plus, on a; 
ED) = CF =FB= a 


2 


§ 3.— Mesure des angles. — Rotation autour 
 @un point, —Symétrie par rapport a un point. 


64. — Angles égaux. — Deux angles sont dits éaaux 
lorsqu’on peut transporter l'un de facon ale faire coincider 
“avec Vautre, de telle sorte que les deux cOtés du premier 
angle coincident avec les deux cdtés du second. 


vont as 
__ Par exemple, les deux angles AOB et A’O’B' (fig. 47) sont égaux 


bn 
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si l'on peut transporter A’ iy BY sur KoB de {acon que O’A’ coincide 
aves OA et O’B’ avec OB. 


B B 


A A 


Fig, 47. — Angles égaux. 


65.— Angles adjacents.— Somme de deux angles. — 
ax vow é : 

Deux angles AOB et BOC (fig. 48) sont dits adjacents lors- 

re quils ont méme sommet O, un 

coté commun OB et que les 

deux cétés non communs OA 

et OC sont situés de part et 
dautre du coté commun. 

ANS 
Liangle total AOC es. ce 
qu'on appelle la somme des 


0 d “~ 
A deux angles adjacents AOB et 


6 
Kig. 48. — Angles adjacents. BOC. 

Lorsque les deux angles ne sont 
pas adjacents, on les transporte, pour faire leur somme, de facon 
qwils deviennent adjacents. 

65. — Mesure d’un angle. — Deepen pe 


angles égaux, deméme sommet O, XB, Boe, COD, DOE, et 
successivement adjacents (fig. 49). 


L’iangle esti AOE est la somme de 4 angles gis a 
langle SOB. 


L’angle Kou est donc égal a 4 fois ’angle AOB. “| 


-_ qu’on appelle un angle 
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De la méme fagon, on pourrait former un angle égal a 


: Lax 
5, 6, 10, 20 fois ’angle AOB. 2, 
oe D 
Inversementl’angle AOBest 
Cc 


IX 

le quart del’angle AOE, et on 
concoit qu’on peut imaginer B 
qu'un angle quelconque soit 
partagé en 5, 6, 10, 20 angles 
égaux dont il est la somme. 
En d’autres termes, on con- 
coit l’existence d’un angle qui est le cinquiéme, le sixié- 
me, le dixiéme, le vingtiéme d’un angle donné. 

Pour mesurer les angles on prend pour unité dangle le 

degré. 
; Le degré est un angle tel que 180 degrés fornent un angle 
dont les deux coétés sont 
en prolongement l’un de 
Tautre. 


Fig. .49. 


67. — Angle droit. 
- Un angle de 90 degrés 
(ce qui s’écrit 90°) est ce 


droit. 


Il résulte de la que 
la somme de deux an- 
gles droits a pour me- 
sure 180°, c’est-a-dire que deux angles droits adjacents ont 
les cotés non communs en prolongement lun de lautre. 


Fig. 50, — Angles droits. 


ee a ae ; 
7 Ainsi (fig. 50) les deux angles AOB et BOC adjacents, égaux, et tels 
_ que les semi-droites OA et OC soient en prolongement l'une de l'autre, 
sont deux angles droits et ont chacun pour mesure 90°. 


68. — Vérification d’une équerre. — Une équerre est 
un triangle reclangle, c’est-a-dire un triangle dont lun 
_ des angles est drovt. 

Cet instrument peut donc servir a tracer des angles 
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droits; mais 4 condition qu’il soit bien juste, ce qu’il faut 
vérifier. 

On vérifie ‘exactitude de langle droit de la ma- 
niére suivante, 
ot l’on utilise 
le caractére de 
langle droit, in- 
diqué plus haut 
(n° 67). 

Appliquer 
contre la régle 
le plus_ petit 
cété AC de l’é- 
querre (fig. 51); 

tracer au 
crayon, tenu 
comme dans 
usage de la 
régle, un trait 

Fig. 52. —Equerre défectueuse. AB, le long du 
cété de lon- 
gueur moyenne; retourner |équerre autour de ce trait 
comme pivot. 
Le petit cdté 
étant de nou- 
veau contre la 
régle,.en AC? 
le coté moyen 
doit pouvoir 
coincider avec 
le trait AB. 


Fig. 53. — Equerre défectueuse. 


Les fig. 52 et 53 montrert deux équerres fausses; pour la pre- 
miére, il 1 a un angle trop grand a la place de langle droit ; pour la 
econde, il y en a un trop petit. 
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69.-- Angles aigus et obtus.— Un angle est dit aigu 
lorsqu’il est plus petit qu’un angle droit, c’est-a-dire lorsque 
sa mesure est plus petite que 90°. 


Angles aigus 


Fig. 54. — Angles obtus. 


Un angle est dit obtus lorsqu’il est plus grand qu'un angle 
droit, c’est-a-dire lorsque sa mesure, tout en étant moindre 
que 180°, est plus grande que 90°. 


__Ainsi (fig. 54) les angles de 45° (demi-angle droit) et de 30° 
(tiers d’angle droit) sont aigus. Les angles de 135° (3/2 d’angle droit) 
et de 120° (4/3 d’angle droit) sont obtus. 


70. — Angles complémentaires. — Deux angles sont 
dits complémentaires lorsque leur somme est égale a un 
angle droit, c’est-a-dire a pour mesure 90°. 


Ainsi les angles de 60° et 30° sont complémentaires, puisque 
30° + fo® = go°. 
Deux angles complémentaires sont toujours aigus. 
74. — Angles supplémentaires. — Deux angles sont 


dits supplémentaires lorsque leur somme est égale a deux 
angles droits, c’est-a-dire a pour mesure 180°, 
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Par exemple les angles de 45° et de 135° sont supplémentaires, 
puisque 
45° + 1359= 180°. 
De deux angles supplémentaires inégaux il y en a tou- 
jours un qui est aigu, tandis que l’autre est obtus. 


Deux angles supplémentaires égaux sont évidemment 
180° 
== 90", 


droits puisque chacun d’eux vaut 


72. — Equerre ordinaire, équerre isocéle. — Deux 
équerres sont en usage. 

L’une a environ 300 millimétres pour le cé é moyen et 
173™1/4 pour le petit; elle a l’aspect ABC (fig. 51). Le 
triangle complet CBC’ a ses trois cétés égaux : c’est un 
triangle équilatéral. ‘ 

Cette équerre est dite ad 60 degrés; le plus grand des 
deux angles qui ne sont pas droits vaut en effet 60 degrés, 
cest-a-dire qu il est égal aux 2/3 d'un angle droit. 

L’équerre a 60 degrés est un demi-triangle équilatéral. 


Dans l’équerre isocéle, les deux céotés de langle droit 
sont égaux (fig. 55); si on retournait l’équerre autour 
de son grand cété, la figure constituée 
par les deux positions du triangle serait 
un carré, c’est-a-dire un quadrilatére 
ayant les quatre cétés égaux et les qua- 
tre angles droits. (Voir ne 222). 


L’équerre isocéle est un demi-carré. 


’ . Le x 
Pes ceecuene 2 Vappelle aussi équerre a 45 de- 
isocéle. grés, parce que chacun de ses angles, 
autres que langle droit, est égal a la 
moitié dun angle droit. 
On vérifie langle droit comme pour l’équerre ordinaire ; et on s’as- 
sure de l’égalité de ses cdtés, soit en les mesurant, soit en appliquant 


sur l'un deux une bande de papier sur laquelle on a margué la Jop- — 
gueur de J'autre, ke 
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_ 73. — Le Cercle. — Le cerele est une ligne plane fermée 
dont tous les points sont a égale distance d’un point, nommé 
centre du cercle. 

Le segment de droite qui joint le centre a un point quel- 
conque du cercle est ce qu'on appelle un rayon du cercle. 


Par définition tous les rayons d’un cercle sont égaux. 


_On appeile diamétre, dans un 
cercle, un segment de droite joignant 
deux points du cercle et passant par 
le centre. 


Par exemple, la fig. 56 représente un 
cercle de centre 0; OA, OB, OC sont des 
rayons. Ils sont égaux. DE est un dia- 
metre. 


Le diamétre d’un cercle est le 
double de son rayon. Car le diamé- 
tre DE (fig. 56) se compose de deux 
rayons OD et OE, en prolongement lun de Jautre. 

Tous les diamétres d'un cercle sont égaux. 


Fig. 56. — Cercle. 


Un are de cercle esi une partie du cercle limitée en deux 
points. 


Ainsi (fig. 56) si on considére la partie du cercle comprise entre 
les points A et B, on a Pare de cercle AB. 


74. — Compas. — Pour tracer un cercle on se sert du 
compas. 

1° Le compas @ pointes séches sert pour reporter des dis- 
‘tances. Soit AB un segment de droite. Placons lune des 
pointes du compas en A et ouvrons le compas jusqu’a ce 
que la seconde pointe soit exactement en B. La distance 
des deux pointes est égale 4 AB. On peut alors reporter 
cette distance ot l’on veut, sur une droite par exemple, en 
placant les deux pointes du compas sur cette droite. 

2° Le compas & crayon ou a tire-lignes sert a tracer des 
cercles. On place la pointe séche (qui est souvent unc 
aiguille) au centre du cercic. On ouyre le compas de fagon 
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que la distance de la pointe du crayon (ou du tire-lignes) 
4 la pointe séche soit égale au rayon du cercle qu’on veut 
tracer. 

La figure 57 représente un compas 4 branches démontables. La 


a. Vea 
5 poeeereeenemen 


Fig. 57. — Compas. 


pointe séche peut étre remplacée successivement par une branche 
porte-crayon ou une branche porte-tire-lignes. 

Une rallonge permet, en outre, au besoin, d’allonger cette branche 
pour tracer de grands cercles. 


75. — Rotation d’une semi-droite. — Considérons 
B dans un plan une semi-droite 
nk OA (fig. 58) et faisons-la tour- 

N ner dans ce plan autour de son 


MAA 


origine O, supposée fixe. Un. 
point M de la semi-droite dé- 
crira évidemment un cercle 
de centre O, puisque sa dis- 
tance OM au point O restera 
constante. 
Fig. 58, — Rotation d'une semi- Si nous arrétons la semi- 
atone, droite OA, dans sa rotation, en 


une position OB, elle aura décrit un angle AOB et le 


‘ 
wey 


décrira (n° 75) un arc de cercle 


ROTATION AUTOUR D'UN POINT. M 
point M aura décrit un arc de cercle MN correspondant. 
a 

Le sommet O de l’angle AOB étant le centre du cercle, 
Yangle est dit un angle au centre du cercle. 


Pour avoir un exemple concret, il suffit d’assimiler le rayon OA a 
une aiguille de montre dont le cercle est le cadran. 


76.— Rotation, autour d’un point, d'un plan qui 
glisse sur un plan. — Considérons un plan fixe P et un 
point O de ce plan. Placons sur ce plan P un second plan 
mobile p, qui peut glisser sur lui, et fixons le plan p en O. 
Le plan mobile p pourra tourner autour de O en glissant 
sur P. ; 

Nous réaliserons ceci pratiquement de la facon suivante : Sur une 


planche 4 dessin posons une feuille de papier et piquons une aiguille 
au centre de Ja feuille dans la planche. La feuille de papier sera le 


x ie mobile p qui peut glisser, en tournant autour de l’aiguille, sur 


a planche P. 


Cela étant, imaginons une figure f tracée dans le 
plan p. Soit F, une premiére po- 
sition de la figure f dans le plan 
P. Si nous faisons tourner le plan 
mobile p autour du point fixe O, 
chacun des points de la figure 


(fig. 59) et la figure f viendra Pat ng rs 
dans une nouvelle position F,. figure plane autour d'un 


Nous dirons que nous avons fait ir 

tourner la figure F, autour du point O, ou encore 
que la figure F, a effectué une rofation autour de O, de 
F, en F.. 


77. — Théoréme. — Dans une rotation autour de son 
centre, un cercle glisse sur lui-méme. 


Considérons (fig. 60) un cercle de centre O. Soit AB un 
arc de ce cercle. Si nous effectuons une rotation autour 
de O, chaque point del’arc AB reste sur le cercle (n° 76), 
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larc AB tout entier reste sur le cercle et vient en une 
nouvelle position A’B’. 

B Si, au lieu de considérer 
un arc AB,nous avions consi- 
déré le cercle tout entier, nous 
aurions également vu quiil 
glisse sur lui méme. 


78. — Théoréme. — Tout 
diamétre partage un cercle en 
deux parties égales. 

Soit, en effet, AB un diamé- 
tre d’un cercle de centre O 
(fig.61). Les extrémités de ce 
diamétre partagent le cercle en deux arcs ACB et ADB. 
Ces arcs sont égaux ; car, si l’on fait tourner l’are ACB 
autour de O, il reste toujours sur le cercle et lorsque A 
vient en B, B vient en A. Tout point M de lare ACD 

vient se placer en un point M’de 

M lYare BDA. L’are ACB est alors 

venu coincider avec l’arc BDA. 
Ces deux arcs sont done égaux. 


Fig. 60. — Rotation d’un are de cercle. 


79. — Théoréme. — Dans une 

B rotation autour d’un point, toutes 
les semi-droites issues du centre 

M’ D de rotation tournent toutes du 


méme angle dans le méme- sens. 
Fig. 6t. — Demi-cercle. i : 
Soit O le centre de rola, 


tion; OA, UB deux semi-droites issues de O (fig. 69), 
I’ffectuons une rotation autour de O dans le sens de la 


} ’ ves . . AOS 
fléshe f. L’angle AOB viendra prendre une position A’/OB’ 
et lon a: 


“~N aS 
A/OB' = AOR; 


Si aux deux membres de cette égalité on ajoute | 
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Pees ie 
A’OB, il vient: 
aS wa uN ie 
A’OB’ + A’OB = AOB + A’OB 
ou 
Tas ee 
B/OB = AOA. 
Fess 
L’angle B’OB, dont a tourné OB, est donc égal a l’angle 


ZS 
A’/OA, dont a tourné OA, 
: EX 
Si les deux angles AOB et 
van 
A’OB’ empiétaient lun sur 
Yautre, il faudrait, pour la dé- 


, Px 
monstration, retrancher A’OB 
au lieu de l’ajouter. 


80. — Angle et sens d’une 
rotation..— Lorsqu’on fait 
tourner une figure plane autour 
d’un point du plan, on appelle angle et sens de la rotation 
langle et le sens dans lequel tourne une semi-droite que}- 
conque issue du centre de rotation. 

De tout ce qui précéde, il résulte que : 


Fig. 62. 


Dans une rotation, tous les points de la figure mobile dé- 
crivent des arcs de cercle ayant pour centre commun le 
centre de rotation; toutes les semi-droites joignant le centre 
de rotation a un point de la figure mobile tournent du méme 
angle, dans le méme sens. 


81.'"— Symétrie par rapport a un point. — Deux 
figures planes sont dites symétriques par rapport a un 
point O du plan si I’une se déduit de l'autre par une rotation 


de 180° autour de ce point O. 
Le point O est appelé le centre de symétrie. 


82. — Points symétriques. — Soit A un point; son 
symétrique A’ par rapport a O s’obtient en faisant tourner 
OA, autour de O, de 180°. OA’ est donc dans le prolon- 
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gement de OA ct lui est égal. En d’autres termes O est 

le milieu de AA’ (fig. 63). 
aay. Inversement si O est le milieu 
oe de AA’ les points A et A’ sont 
0 symétriques par rapport a O. 
N Donec pour obtenir le symé- 
trique de A par rapport a O, — 


on trace OA qu’on prolonge 
au dela de O et on marque A’ 


Fig. 63. — Points symétriques par 
rapport a un point. 


tel que OA’= OA. 


83.— Semi-droites symétriques.— Deux semi-droites 
symétriques par rapport a un point sont paralléles et de sens 
contraires. 


Soient AX et A’X’ (fig. 64) deux semi-droites symétriques 
par rapport au centre O. Menons par O la semi-droite Ox 
paralléle 4 AX et de méme sens. Aprés la rotation de 180° 
autour de O, Ox est venu se placeren O-’ dans son prolon- 


Xx 
A 
xz 
\ 
Bee ue 
Ae \ 
eek 
45 7 \ 
ees 
x’ 
Fig. 6j. — Semi-droites symétriques. 


gement. D/’ailleurs Ox étant paralléle A AX et de méme — 
sens, Ox’ est paralléle & A'X’ et de méme sens. Par trans- 
lation on peut donc amener AX en Ow, et A’X’ en Ox"; les 
deux semi-droites AX et A’X’ (n° 59) sont donc parai- 
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léles et de sens contraires, puisqu’elles peuvent étre ame- 
- nées en prolongement par translation. 


84.— Réciproquement.— Deux semi-droites paralléles 
et de sens contraires sont symétriques par rapport au milieu 
du segment qui joint leurs origines. 


Crest évident, car si O est le milieu de AA’, et si AX et 
A’X’ sont paralléles et de sens contraires, la figure symétri- 
que de AX par rapport a Oest une semi-droite d’origine A’ 
paralléle et de sens contraire 4 AX; c’est donc A’X’. 


85. — Segments symétriques. — Deux segments 
symétriques par rapport a un point sont égaux, paralléles et 
de sens contraires. 


Soient AB, A’B’ deux segments symétriques par rapport 
a O (fig. 65). Ils sont évidemment égaux, puisque ce sont 
deux positions du méme 


segment. Ils sont paral- A B 
léles et de sens contrai- \ ae 
\ wa 
res, caren vertu de ce Gerais 
. . fe x4 
qui precede (n° 83), les Nee 
semi-droites AB et A’B’ pak , 
. ee \ 
le sont aussi. : jue \ 
—————————— 
86. — Réciproque- 8’ A’ 
ment. — Deux segments Fig. 65. —Segmentssymétriques par rapport 
égaux paralléles et de sens a un point. 


contraires sont symétri- 
ques par rapport au milieu de la droite qui joint leurs ori- 
gines. 


Soient AB et A’B’ (fig. 65) deux segments égaux paral- 
léles et de sens contraires ; Ole milieu de AA’. Le segment 
symétrique de AB par rapport 4 O a pour origine A’, ilest 
paralléle 4 AB, égal et de sens contraire; c’est donc 
A'B’. . 


87. — Corollaire. — Lorsque deux segments sont égaux, 
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paralléles et de sers contraires, les droites qui joignent les 
deux origines et les deux extrémités se coupent en leur — 
milieu. : 

O est A la fois le milieu de AA’ et de BB’ puisquily a 
symétrie par 
rapport a ce 
point (n° 86°. 

88. — Théo- 
reme. — Deux 
figures planes 
symétriques par 
rapport a un 
point du plan 
sont superposa- 
bles (égales). 

Il suffit, en 
effet, par défini- 
tion de la symétrie, de faire tourner lune de 180° autour 
du centre pour la faire coincider avec lautre. 

REMARQUE. — Si on considére deux polygones symétriques 
par rapport a un point O (fig. 66), ils sont égaux. 

Les droites qui joignent deux sommets homologues A 
et A’ ont toutes pour milieu O. Deux cétés homologues AB > 
et A’B’ sont égaux paralléles et de sens contraires. 


Fig. 66.— Polygones symétriques par rapport aun point. 


89. — Centre. — On dit qu'une figure admet un point 
comme centre lorsqu’elle coincide avec sa symétrique par 
rapport a ce point. 

En d’autres termes, lorsqu’une figure a un centre, les 
points de cette figure sont deux a deux symétriques, par 
rapport au centre. 

Exrmpce. — Un cercle coincide bien avec son symétrique 
par rapport a son centre, car un cercle nechange pas lors- 
qu’on le fait tourner autour de son centre. 


9). — Mesure d’un are de cercle.— Degrés. — Con- 
sidérons un cercle (fig. 61) et menons d’abord un diamétre 
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qui le partage en deux arcs égaux ACB el ADB. Parlageons 
ensuite ces deux arcs chacun en 180 parties égales. Le cer- 
cle tout entier sera partagé en 360 arcs égaux. Chacun de 
ces arcs est ce qu’on appelle un degré d’arc, quel’on prend 
comme unté fondamentale pour mesurer les arcs. 

Le degré d’are est la 360° partie du cercle auquel il ap- 
partient. 

Le degré d’arc a deux sous-multiples : la minute et la 
seconde. 

La minute d‘are est la 60° partie du degré. 

La seconde d’are est la 60° partie de la minute. 

Pour mesurer un are de cercle, on cherche combien il 
contient de degrés, minutes et secondes d’arc du cercle 
auquel ilappartient. 

En d’autres termes, on cherche combien il faut amener 
bout a bout, par rotation autour du centre, de degrés, 
minutes et secondes d’arc pour former un arc égal a l'arc 
donné. 


On désigne les degrés, minuies et secondes par les signes 
oO SEA IUL: 
a, 2 
Ainsi un are de 25 degrés 13 minutes 38 secondes s’écrit: 
OMS Dy Ia ated 
On donne le nom de quadrant 4 un quart de cercle. 


Le cercle entier contenant 360 degrés, chaque quadrant 
; 36 , 
contient = go degrés. 


Un cercle entier comprend done quatre quadrants de 
go degrés chacun. 


91. — Mesure d’un arc de cercle. — Grades. — 
Lors de la création du systéme métrique, Borda avait 
imaginé et mis en usage un systeme de mesure des ares 
beaucoup plus commode pour les calculs pratiques et qui 
est actuellement usité dans le service géographique de 
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l’armée. Dans ce systeme le quadrant est divisé en 
100 parties égales, et chacune de ces parties est appelée un 
grade, qui est lunité d’arc. 
Le grade d’are est la 400° partie du cercle auquel il appar- 
tient. : 
Les sous-multiples du grade sont ses sous-multiples 
décimauc. 


La minute de grade est la 100° partie du grade. 
La seconde de grade est la 100° partie de la minute. 


On écrit un nombre de grades comme un nombre déci- 
mal ordinaire. 


Ainsi 37¢,7283 désigne 37 grades et 7283 dix milliémes de grade, 
ou 37 grades, 72 minutes, 83 secondes. 


C’est lale grand avantage pratique de l'emploi du grade; 
en revanche, dans ce systéme, le tiers d’angle droit a une 
mesure compliquée (33¢,3333) tandis qu il vaut,en degrés, 30°. 

92. — Changement d’unité. — II est trés facile de 
calculer la mesure d’un are en grades, connaissant sa me- 
sure en degrés et inversement. 

Il suffit, en effet, de remarquer que puisque go° valent 
loo ona 


A 100° 10% 
1 —— 9 
go i) 
“i 106 Lik 
9><60 54 
1& 1é 


“ 


~~ 54><60 7 3ago 


Ce qui permet de convertir des grades en degrés. 


ExempLe. — Convertir en grades 15° 24! 36”. 
boo = = >< 15 = 16,6666 
t baat q , 
24 = 84 >< 24 08,4444 


Pre I , 
36” i579 36S 0%,0111 
4 


pibha Me Peeve Ae AEF NS 
15°24 36” — 178, 1291 
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Inversement puisque 100% valent 90° ona: 
0° 
i a= 0°,9- 

Pour avoir le nombre des degrés connaissant le nombre des 
grades, il suffit de multiplier le nombre des grades par o,9. 

On obtient ainsi des degrés et fractions décimales de — 
degrés. 

Il restera A convertir ces fractions décimales de degrés 
_ en minutes et secondes en mullipliant deux fois par 60, 


Exempt. — Convertir en degrés 17%,1221 : 
17,1221 <0,9 = 15,40989. 
Il y a donc 15°, et la fraction décimale 0°,40989. 4 
1 degré contenant 60 minutes : 0°, 40989 contient 0, 40989><6o0 minutes. 
Or : _ . 0,40989 <60 = 24,5934. 


Il y a done 24’ et la fraction décimale 0',5934. 
I minute contenant 60 secondes: 0’,5934 contiento,5934 >< 6osecondes. 
Ors: 0,5934 < 60 = 35,604. 

Le nombre des secondes est donc 36 (par excés). 

L’are est done de 15° 24’ 36”. 

On trouve dans toutes les tables de logarithmes des 
tables spéciales qui facilitent ces conversions. 


93. — Théoréme. — Des angles au centre égaux inter- 
ceptent sur le cercle des arcs égaux ; 

Et réciproquement, des angles au centre qui interceptent 
sur le cercle des arcs égaux sont égaux. 
Ceci est presque évident par rotation autour du centre. 
Soient, en effet, un cercle de centre O (fig. 67) et deux 


~ angles au centre égaux AOB et A’OB’ qui interceptent sur 
_lecercle des arcs AB et A’B’. Puisque ces angles sont égaua, 
si lon fait tourner langle AOB autour de O jusqu’a ce 
que OA vienne coincider avec OA’, la semi-droite OB 
viendra nécessairement coincider avec OB’. Or, dans la 
- rotation, l’arc AB est resté sur le cercle et, comme A cst 
_venu en A’ et Ben B’, AB coincide avec A’B’. Les arcs 
: A’B’ et AB sont donc égaux. 
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Inversement, si les arcs AB et A’B’ sont égaux, on peut 
les amener en coinci- 
dence par une rotation 
autour de O et les 
angles au centre cor- 


OX. 
respondants AOB et 


A’OB’ viennent coinci- 


der : ils sont donc 
égaux. 
94. — Mesure des 


angles au centre. — 
Considérons un demi- 
cercle divisé en 180 
degrés,par exemple un 
rapporteur (fig. 69). Joignons le centre O du demi-cercle 4 
tous les points de division. Nous formerons ainsi 180 an- 
gles de méme sommet O, successivement adjacents (n° 65) 
et qui sont tous égaux, puisque (n° 93) ils interceptent sur 
le cercle des ares égaux. Chacun de ces angles vaut un 
degré dangle, puisque (n° 66) lasomme de 180de ces angles ~ 
égaux forme un angle dont les cétés sont en prolongement. 

Si, maintenant, on divise un degré d’arc en 60 parties 
égales, qui sont des minutes darc, et qu’on joigne les 
points de division au centre, on divise ainsi chaque degré 
d’angle en 60 angles égaux qui sont chacun une minute — 
dangle. 

De méme, a chaque seconde d’are correspond un angle 
au centre qui est la seconde d’angle et qui est la 60° partie 
dela minute d’angle. BS 

Cela étant, considérons (fig. 68) un angle AOB. Décri- 
vons de O comme centre avec'un rayon arbitraire un arc 
de cercle limité en A et B aux cdtés de langle. 

Mesurons d’abord cet arc de cercle. Supposons, par — 
exemple, qu'il contienne 18 degrés dare. | 
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Joignons tous les points de division au sommet O. 
Nous partageonsainsi 


ZS 

Yangle AOB en 18 an- 
gles égaux (n° 93) 

dont chacun vaut un 
degré dangle. L’angle 
ox 
AOB a donc pour 
mesure 18°. L’angle Fig. 68. 
au centre contient 

done autant de degrés, minutes, secondes d’angle que 
Vare de cercle intercepté contient de degrés, minutes, 
secondes dare. fy 

En d’autres termes : 


Un angle au centre a méme mesure que l'are de cercle 
compris entre ses cétés. 


Cet énoncé suppose évidemment que l’on prend, comme 
_unité d’angle, ’angle au centre qui comprend entre ses 
cétés Punité d’arc. 


RemMArRQUE. — I] est clair que si on prend comme unité 
d’arc le grade, lunité d’angle correspondant sera le grade 
~ dangle, tel qu’un angle droit vaut 100%. 


- 95. — Rapporteur. — Le rapporieur (fig. 69) est un 


Fig 69 — Rapporteur. 
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demi-cercle divisé en 180 degrés, chaque degré étant quel- 
quefois divisé en deux demi-degrés. De 5 en 5 degrés les 
lignes de division sont plus longues, ainsi que de ro en 10, 
Le rapporteur a généralement deux graduations concen- 
triques, l'une, de o® a 180° dans un sens, l’autre de 0° a — 
180° en sens contraire. 

On le fait soit en corne ou en celluloid transparent, 
soit en cuivre évidé. 


96. —Emploidurapporteur. — D’aprés ce qui précéde, — 
pour mesurer un angle AOB (fig. 70) on transporte le rap- 


Fig. 70. — Usage du rapporteur. 


porteur sur l’angle de fagon que le centre du demi-cercle 
tombe exactement au sommet O de l’angle et que la ligne — 
0°—180° coincide avec le cété OA. 

Il suffitalors de lire sur la graduation du rapporteur le 
nombre de degrés d’arc interceptés entre les deux cdtés 
OA et OB de langle. 


aS 
Sur la figure 7o l’angle AOB est de 42°, car la droite OB passe par 
la division 42 de la graduation. 


Inversement, le rapporteur peut servira résoudre le pro- 
bléme suivant: construire une semi-droite OB faisant avec 
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une senn-droite donnée OA un angle donné, dun coté donnée. 
I] suffit de placer le rapporteur de facon que le centre du 
rapporteur tombe en O et que OA soit dirigé suivant la 
ligne O—o®. On marque alors sur le papier, au crayon, 
lextrémité de l’arc AB donné et on joint OB. 


Ainsi, s’il s’agit de construire un angle de 42° on marquera un point 
4 la division 42 et, en le joignant 4 0, on aura langle. 


97. — Angles saillants et rentrants. — Considérons 
deux semi-droites OA et OB de méme origine O. Nous 
avons dit jusqu’ici qwelles foruent wn angle. En réalité 
on peut dire qu’elles forment deux angles. Tracons en 
effet, de O comme centre (fig. 71), un cercle quelconque 
qui coupe les semi-droites en A et B. Ces points A et B 
_partagent le cercle entier en deux arcs: lun ACB plus 
petit qu'un demi-cercle, ’autre ADB plus grand qu'un 
 demi-cercle. Si l'on fait 
tourner la semi-droite OA 
autour de O dans le sens 
de la fléche /, le point A dé- 
crira l’arc ACB, et la semi- 
droite OA, lorsqu’elle 
aura atteint la position 
_ OB, aura tourné d’un angle 
plus petit que 180° que 
nous appellerons angle 
saillant. Si, au contraire, on fait tourner OA dans le sens 
f’, le point A décrira Vare ADB et la semi-droite aura 
décrit un angle plus grand que 180° que nous appellerons 
rentrant. 
_ On peut mettre ces deux angles en évidence de la fagon 
suivante : découpons le papier, sur lequel |’angle AOB est 
 dessiné, suivant OA et OB; la feuille sera partagée en 
_ deux morceaux représentés sur la figure 72. L’un scra un 
angle saillant, autre un angle rentrant. 


Fig. 71. 
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Liangle saillant est plus petit que 180°. 

L'angle rentrant est plus grand que 180°. 

Dans la suite, nous ne considérerons jamais, sauf mention 
spéciale, que des angles saillants. 

En reprenant Vexemple du n° 75, nous remarquerons que la 


\ 


Angle rentrant. Angle saillant. 
Fig. 72. 


grande aiguille d’une montre tourne d’un angle droit en un quart 
dheure, de 180° en une demi-heure, d’un angle satllant en moins 
d'une demi-heure, d’un angle rentrant en plus d’une demi-heure. 


@ 4. — Les angles. 


98. — Angles opposés par le sommet. — Deux an- 


gles NOB et A’ OB’ sont dits opposés par lesommet lorsqu ils 
ont méme sommet et que 
les cétés de l'un sont les pro- 
longements des cotés de 
l'autre (fig. 73). 


99. — Théoréme. — 
Deux angles opposés par 
le sommet sont égaux. 


Crest évident, car ils 
sont symétriques l'un de 
Yautre par rapport a 
leursommet commun O 
Fig. 73. — Angles opposés par le sommet. (tig. 73). 


/ 


 sommet sont dits adjacents 


consécutifs. 0 


LES ANGLES. 5b 
L’angle AOB vient donc coincider avec son opposé 
A’ ‘OB’ par une rotation de 180° autour de O. 


100. — Définitions. — Rappelons (n° 65) que deux angles 


ws YS ‘ 
AOB et BOC sont dits ad- Cc 
jacents lorsqu’ils ontméme 
sommet O, un cété com- 


_mun OB, et que les deux 


autres cétés sont de part 
et dautre du cété com- 
mun (fig. 74). 

D’une facon plus pré- 
cise: 0 A 


Deux angles de méme : 
Fig. 74. — Angles adjacents. 


Jorsqu’ils sont décrits suc- 
cessivement par une semi-droite qui tourne toujours dans le 
méme sens. 


Plus généralement, 


Plusieurs angles de méme sommet seront dits comsécutifs 


_.sils sont décrits consécutivement par une semi-droite qu 


tourne toujours dans le méme 
sens. 


D 


Par excl’. (fig. Pig) les an- 


gles Sop, Boe, cob, décrits 
consécutivement par le rayon 
OA tournant toujours dans le 
méme sens, sont des angles 


401.— Théoréme.— Deux an- Fig. 75. — Angles consécutifs. 
gles adjacents, dont les cdétés 
non communs sont en prolongement I'un de Il’autre, sont 
supplémeniaires. 


Si, en effet (fig. 76), les cOtés OA et OB non communs, 
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: vaN ue . 
des angles adjacents AOC et COB,sont en prolopgement, 
la somme de ces deux 
aX. 
angles est un angle AOB 
dont les cétés sont en 
prolongement et vaut 
180°, 


La somme de ces deux an- 
Fig. 96. = Angles adjacents gles a méme mesure qu’un ~ 
supplémentaires. demiccorcles : 


Réciproquement, lorsque deux angles adjacents sont sup- 
plémentaires, leurs cétés non communs sont en ligne droite. 


Ca Wa 
Car si les angles adjacents AOC et BOC sont supplé- 
mentaires, le prolongement de OA fait avec OC le méme 
angle que OB et du méme cdté, donc il se confond 
avec OB. 


402. — Généralisation. — Plus généralement la somme 
des angles consécutifs formés par des semi-droites de méme 
origine, d'un méme cété d’une droite indéfinie, est égale a 
deux droits (ou 180°). ; 


Soit, en effet, AB (fig. 77) une droite indéfinie, et OC, 
OD, OE des semi-droites issues d’un } oint O de AB, d’uy 
méme cdté de 
D AB ; la somme 
des angles con- 
sécutifs AOC, — 
COS eS P 
COD,DOE, EOB- 
est manifeste- 
ment égale a 
180°, puisqu’elle 
a pour mesure 
un demi-cercle. 
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403. — Théoréme. — La somme des angles consécutifs 
formés autour dun pcint par des semi-droites issues de ce 
point est égale a quatre droits ou 360°. 


Soient OA, OB, OC, OD, OE (fig. 78) des semi-droites 
issues de O. Faisons tourner OA autour de O, toujours 
dans le méme sens, et supposons qu’il rencontre les. autres 
rayons dans lordre précédent. Il décrira ainsi les angles 

ae. 
consécutifs AOB, BOC, 
ESE AG EEE aS 
COD, DOE, EOA, pour 
revenir a la position 
initiale. Un point M de 
OA décrira, dans ce 
mouvement, un cercle 
complet quiaméme me- 
sure que la somme des 
angles décrits. Cette 
somme est donc bien 
360°, 

404. — Remarque. — Les réciproques des thévrémes 
précédents sout manifeslement vraies. 


Fig. 78. 


405. — Angles droits. — Droites perpendiculaires. 
— Nous savons qu’on appelle 
angle droit un angle de go°. 

Deux angles droits sont évi- 
-demment égaux puisqu’ils ont 
-méme mesure, a Savoir go°. 
Un angle droit est égal ason 
- supplément. 

Soit alors AOB (fig. 79), un 
angle droit. Prolongeons indé- 
finiment les deux cétés de l’an- 
gle ; les deux droites indéfi- 
nies forment autour du point O 
quatre angles drovis. 


lig. 79. — Droites perpendiculaircs. 
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AS Paes , 
En effet les angles COB et DOA sont droits comme sup- 
as Paes. 
pléments de l’angle droit BOA et angle COD est également 
Ps 
droit puisqu’il est égal a son opposé par le sommet BOA. 
Les deux droites AC et BD, qui forment autour de O 
quatre angles égaux, sont dites perpendiculaires l'une & 
Vautre. 
Réciproquement, si deux droites forment autour de O 
quatre angles égaux, la somme de ces angles étant égale 


36 
4 360°, chacun d’eux vaut = go?” 


Les quatre angles sont droits. 

Si de O comme centre on décrit un cercle, les quatre 
angles diyisent ce cercle en quatre quadrants. 

Deux droites indéfinies sont perpendiculaires lune a 


l'autre, si elles forment autour de leur point d’intersection 
quatre angles égaux. 


Ces angles égaux sont drotts. 


Deux droites qui se coupent, et qui ne sont pas perpen- 
diculaires l'une a l'autre, sont dites obliques l'une par rapport 
a l'autre. 


106. — Définition. — On appelle bissectrice d'un angle 
une semi-droite, issue de son sommet, qui partage Tangle 

B en deux parties égales. 

Ainsi la semi-droite OC (fig. 80) est 
C__mhissectrice de l’angle AOB, si les an- 
CONS EN 
gles AOC et COB sont égaux. 
A 


407. — Théoréme. — Les bis- 
re) sectrices de deux angles adjacents 


supplémentaires sont rectangu- 
Fig. 80,— Bissectrice d'un angle. Jaires. 


os raw ; 
Soient AOB et BOC (fig. 81) deux angles adjacents sup- 
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plémentaires, OD et OE leurs bissectrices, on a : 


Cc 0 A 
Fig. 81. — Bissectrices de deux angles adjacents supplémentaires. 
A ~ _ KOB , BOC -_ 180° 
DOE = DOB + BOE = ~22 : + —— = — = 90°. 
408. — Théoréme.— Les bissectrices des quatre.angles 


formés par deux droites sécantes sont deux droites indé- 


finies perpendiculaires. 


Soient AA’ et BB’ (fig. 82) deux droites qui se cou- — 
pent en O. Remarquons d’abord que les bissectrices 


to 
OC et OC’ des deux angles opposés par le sommet AOB 


YS 
et A’OB’ sont en prolongement, car les deux angles sont 


symétriques par 
rapport a O, par 
suite, ils coinci- 
dent, ainsi que 
leurs _ bissectri- 
ces, par une ro- 
tation de_ 180° 
autour de O. 

De méme les 
- deux bissectrices 


OD et ae des ° 


_angles BOA eL 


BOA sont en prolongement. 
Dvailleurs, comme, d’aprés le théoreme précédent, I’an- 


| 


Fig. 82. 
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gle COD est droit, les droites indéfinies CC’ et DD’ sont 


bien perpendiculaires. 


409. — Théoréme. — Deux angles qui ont les cétés respec- — 


B’ 


Fig. 83. — Angles a cétés paralléles. 


tivement pa- 
ralléles et de 
méme sens 
sont égaux. 


Bas 
Soient AOB 
Ane 

et A“OUB 


(fig. 83) deux 
angles tels 
que OA et 


O’A’, OB et O'B’ soient paralléles et de méme sens. Ils sont 
égaux, car par la définition méme du parallélisme de deux 
semi-droites (n° 59) ils coincident par une translation de 


glissiére OO’ qui améne O en O’. 


~ “aN 
410. —Remargue. — Lorsque deux angles AOB et A’O’B’ 


p 
Br 
im 
; 
, 


A 


ont ieurs cdtés paralléles, il peut arriver trois cas. 
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r° OA et O’A’, OBet O'B’ sont paralléles et de méme sens 
(fig. 83). 
Les angles sont égaux et coincident par translation. 
2° OA et O’ A’, OB et O’B’ sont paralléles et de sens con- 
“ traires (fig. 84). 
Les angles sont égaux. Par la translation qui améne 


is : ZN 
O en O’, AOB coincide avec A” O’B”, Popposé par le som- 


d VES 
met de A’O’B’. Ou encore: les deux angles sont symétr- 


0 A 


Fig. 85. 


ques par rapport au milieu I de OO’; ils coincident par 
une rotation de 180° autour de I. 
3° OA ef O'A’ sont paralléles et de sens contraires, OB 
et O’B’ sont paralléles et de méme sens (fig. 85). 
Les angles sont supplémentaires. Par la translation qui 


~améneO en O’, AOB coincide avec l’angle A” O’B’ supplé- 
. ee. 
mentaire de A’O’B’. 
441.— Lorsque deux angles ont leurs cétés paralléles, ils 
sont ou bien égaux ou bien supplémentaires, et cela dépend 


du sens des cétés. Mais quelquefois les figures ne sont pas 
_ tracées, et on raisonne ainsi: 
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i cas. — On aaffaire a deux angles aigus. — On sait 
quwils sont égaux ou supplémentaires; or ils ne sont pas 
supplémentaires, donc ils sont égaux. 

2° cas. — On a affaire a deux angles obtus. — Ils ne sont 
pas supplémentaires, donc ils sont égaux. 

3° cas. — On a affaire a un angle obtus et a un angle aigu. 
— Ils ne sont pas égaux, donc ils sont supplémentaires. 

En résumé, lorsque deux angles ont leurs cétés paralléles, 


ils sont égaux, s ils sont de méme espéce, — ils sont supplé- 
mentaires, s’ils sont d’espéces différentes. 


412. — Théoréme. — Lorsque deux angles ont leurs cétés 


SS 
a 
WS 
0:6 A 


Fig. 86. 


respectivement perpendiculaires, ils sont égaux ou supplé- 
mentaires, suivant qu’ils sont de méme nature ou non. 


R “SN TaN 

Soient AOB et A’O’B’ (fig. 86) deux angles tels que 
O’A’ soit perpendiculaire sur OA et O'’B’ perpendicu- 
laire sur OB. Ces angles sont égaux ou supplémentaires, 
car, pas uae oe de go® autour de O’,.on améne I’an- 
gle A’O’B’ en A” O’B” aavoir ses cotés paralléles A ceux 
de AOB. 


413.- Définition. — Etant données deux droites D et 
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- D’ et une sécante A qui les rencontre en A et B, cette é- 
cante forme 
avec -ces 
deux droi-' 
tes, autour 
de A (et B, 
huit angles 
(fig. 87). 

, Les quatre 
angles 1, 2, 
7, 8 que D et 
D’ forment 
avec la por- 
tion AB de 
A comprise Fig. 89. 
entre ices 
_ deux droites sont dits internes. Les quatre angles 3, 4, 5, 6 
que D et D’ forment avec les parties extérieures de A 
sont dits externes. 

Deux angles sont dits alternes s’ils sont l'un de som- 
met A, l’autre de sommet B et s’ils sont de part et d’autre 
de A. 

_ D’aprés cela,1 et 7, ainsi que 2 et 8 sont alternes internes ; 
5 et 3, ainsi que 4 et 6, sont alternes externes. 

Deux angles situés d’un méme coté de la sécante, l’un 
interne, l’autre externe, et non adjacents, sont dits corres- 
‘pondants. Ainsi : 1 et 5, 4 et 8, 3 et 7, 2 et 6 sont corres- 


_ pondants. 


414. — Théoréme. — Lorsque deux droites paralléles sont 
coupées par une sécante : 


les angles correspondants 
les angles alternes internes sont égaux. 
les angles alternes externes 


C’est un cas particulier du théoréme du n° 143. Soient 
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D ct D’ deux droites paralléles coupées par la sécante AB 
(fig. 88). Par une translation de glissiére AB, qui améne 
A en B, D vient 
coincider avec D’ 
et les angles cor- 
respondants coin- 
cident. 

Par une rota- 
tion de 180° au- 
tour du _ milieu 
O de AB, les an- 
gles alternes in- 
ternes et externes 
coincident. 


415. — Corollaire. — 
Lorsque deux droites 
sont paralléles, toute 
droite perpendiculaire a 
I'une est perpendicu- — 
laire a l’autre. 

C’est le cas particu- 
lier du théoréme pré- 
cédent ot l'un des an- 
gles considéré est 
droit (fig. 89). Tous les | 
autres sont alors égale- 
ment droits. 


416. — Réciproque. | 
-— Lorsque deux droites, coupées par une sécante, sont 
telles que Fi 


les angles correspondants 
ou les angles alternes internes sont égaux, 
ou les angles alternes externes 


Ics deux droites sont paralléles. 


Soient en effet D et D’ deux droites (fig. 88), coupées par | 
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Ja sécante 4 en A et B. Supposons, par exemple, les angles 
_ correspondants 4 et 8 égaux. Si par B on méne la paral- 
léle a D, elle forme avec A du méme cété que la semi- 
. droite AD un angle égal a 8, d’aprés le théoréme direct 
(n°444), par suite un angle égal a 4. Cette paralléle coincide 
donc avec D’, car il n’y a qu’une demi-droite issue de B 

- faisant, d’un certain cété, un angle donné avec A. 


417. — Corollaire. — Deux droites perpendiculaires a une 
troisiéme sont paralléles. 


C’est le cas particulier de la réciproque précédente ou 
_les deux angles égaux sont droits. 


a“ 


418. — Théoréme. — La somme des angles d'un triangle 
est égale a deux droits (ou 180°). 


c 


B A D 


Fig. 91. — Somme des angles d’un triangle. 


Soit un triangle ABC (fig. 91). Prolongeons le cété AB 
suivant AD et par A menons la semi-droite AE paralléle a 
BC et de méme sens que BC. 

rae yew 
Les angles CBA et EAD sont égaux comme correspon- 
Pox vex 
dants. Les angles BCA et CAE sont égaux comme alternes 
internes. 

Lasomme des angles du triangle est done égale ala 
-somme des trois angles DAE, EAC, CAB formés autour de 
A d'un méme cété de BD, elle est donc égale (n° 402) a deux 
droits (ou 180°), 
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449. — Corollaire I. — Dans un triangle, il ne peut y 
avoir plus dun angle droit ou obtus. 


Car s'il y avait deux angles droits ou obtus, leur somme 
serait égale ou supérieure a 180°, ce qui n’est pas possible, 
puisque cette somme est égale a 180° diminuée du troi- 
siéme angle. 


420. —- Corollaire II. — Dans un triangle rectangle, les 
deux angles aigus sont complémentaires. 


Car la somme des trois angles étant égale a deux droits 
(180°) et l'un des angles étant droit, lasomme des deux 


autres vaut wn droit (go°). Ils sont donc complémentaires 
(n° 70). 


424. — Corollaire III. — Si dans un triangle les trois 
angles sont égaux, chacun d’eux vaut 60°. 
180° 


Car chacun d’eux vaut 3 


—| 60°, 


422. — Definition. — On appelle angle extérieur d'un tri- 


angle, l’angle formé par un cété et Ie prolongement d’un 
autre. 


vo 
Ainsi dans le triangle ABC (fig. 91) Vangle CAD, formé 
par ACetle prolongement AD de AB, est un angle extérieur. 
423. — Théoréme. — Dans un triangle, un angle extérieur 
est 6gal a la somme des deux angles du triangle non adjacents. 


Ce théoréme est au fond identique me celui dun? 418. La 


démonstration est la sls L’ angle EAD (fig. 91) est égal 
a la somme Hes one DAE et KAG, respectivement égaux 
aux angles ABC et BCA. 

Comme conséquence on en conclut que : langle eateé-: 


rieur au sommet dun triangle isocéle est le double des angles : 
a la base. 


424. — Définitions. — on appelle polygone convexe un} 


‘ 


LES ANGLES. 673 | 


polygone tel qu'il soit situé tout entier d’un méme cété de 
Pun quelconque de ses cétés prolongé. 


_Ainsi le polygone P (fig. 92) est convexe, car il est tout entier 
dun méme cété de l'un quelconque de ses cotés prolonge. 


Polygone convexe. Polygone non convexe. 
Fig. 92. 
Le polygone P’, au contraire, n’est pas convere. Car le coté A’B’ 
prolongé le traverse. 
Un triangle quelconque est toujours convexe. 


425. — On appelle angle extérieur d’un polygone convexe 
Tangle formé par un coété et le prolongement de I’un des 
cétés adjacents. 


aS. 
Ainsi (fig. 93) Vangle A’AB formé par le cété AB et le pro- 
Jongement AA’ du coté EA est un angle extérieur du polygone 
ABCDE. 


426. —- Théoréme. 
— La somme des angles 
extérieurs d’un polygo- 
ne convexe, obtenus en 
prolongeant successive- 
ment ses cétés dans le 
méme sens, est égale a 
quatre droits. 


Soit, en effet, le poly- 
gone ABCDE (fig. 93). S 
i . . Fig. 93. — Somme des angles extérieurs 
Imaginons qu’un point d’un polygone convexe. 
le parcoure dans un 
certain sens, et prolongeons successivement tous les 


ceétés dans ce sens. 
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‘Les angles extérieurs ainsi obtenus, 1,2, 3,4, 5,ont pour 
somme quatre droits ou 360°. Car, si par un point quel- 
conque O on méne des semi-droites paralléles aux divers 
cotés et de méme sens, on forme des angles 1’,2’,3’, 4’,5’ 
respectivement égaux aux précédents et dont la somme 
est bien quatre droits, puisque ce sont des angles consé- 
cutifs formés par des semi-droites issues de O (n° 103). 


427. — Corollaire. — La somme des angles d’un polygone 
convexe est égale 4 autant de fois deux droits que le poly- 
gone a de sommets, moins quatre droits. 


En effet, considérons, en chaque sommet (fig. 93), ’angle 
du polygone, BAE par exemple,etl’angle extérieur adjacent, 


BAA’. Leur somme est égale a deux droits. 

La somme totale des angles intérieurs et extérieurs est 
donc égale 4 autant de fois deux droits qu’il y a de som- 
mets. Comme la somme des angles extérieurs est (n° 126) 
égale & quatre droits, on en conclut |’énoncé ci-dessus. 


EXERCICES PRATIQUES 


2. 


Sn 


4. Tracer une droite de 68 millimétres; la diviser en 4 parties égales 
a l'aide du décimetre ; voir ensuite si les 4 divisions sont bien égales, en 
prenant l'une d’elles au compas a pointes, et en la reportant sur les 
autres. 

2. Tracer une droite indéfinie XY et marquer sur cette droite un point — 
queleconque A. Prendre au compas & pointes une longueur de 15 milli- 
métres, puis, posant une pointe en A, porter bout & bout sur XY 1o lon- 
gueurs égales 415, en faisant culbuter le compas alternativement autour 
de ses deux pointes, pour qu'il ne quitte pas le papier. Voir si la lon- 
gueur totale obtenue a 150 millimetres. : 

Reprendre le méme exercice en prenant des longueurs de plus en plus — 
petites et les portant bout a bout ua nombre de fois de plus en plus 
grand. : 

3. Construire un quadrilatére convexe ABCD dont langle A est droit; 
AB=30; AD =40; la diagonale AC a son milieu au point I ou elle ren- 
contre DB, et BI= 2/5 de DB. Donner a la figure la translation AC, qui 
Yameéne en A,B, C,D,; amener A,B,C,D, en AgByCgD, par la transla- 
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tion ID. Vérifier que A,B, ct A,B, sont paralléles & AB; B,C, et B,C, 
paralléles a BC, etc.; que AAs, BBg, CCy, DD, sont paralléles et égales. 

4. Construire un triangle queleonque ABC; marquer au décimétre, 
puis vérifier au compas a pointes, les milieux A’ de BC, B’/de CA, C/ de AB. 
Vérifier que AB est paralléle a A’B’ et double de A’B’; que AA’ passe au 
milieu de B/C’; et de méme pour les deux autres cotés. Mener par chaque 
sommet de ABC une paralléle au coté opposé, pour avoir un triangle abc; 
vérifier que A’ est le milieu de Aa, B’ le milieu de Bb, C’ le milieu de Ce. 
Marquer les milieux des cdtés des triangles BCa, CAb, ABe, et voir les 
alignements que présente la figure. 

5. Construire un quadrilatére queleonque ABCD, convexe ou non; 
prendre au décimétre, puis vérifier au compas 4 pointes séches, les mi- 
lieux E, F, G, H, I, K, deAB, BC, CD, DA, AC, D B. Vérifier que les 3 droites 
de chacun des groupes suivants : 


a 
AB, HK,IF; CD, IH, FK; AD,IG,EK; BC, KG, EI ; 
AC,EF,HG; DB, GF, HE 
sont paralléles, et que la premiere est égale au double de chacune des 
deux autres. 

6. Construire un triangle queleonque ABC; joindre par une droite 
indéfinie le point A au milieu D de BC; dessiner les positions successives 
que prend le triangle si on lui donne successivement cing translations égales 
ala moitié de AD. 

7. Construire un cercle 0, de 36 de rayon, et tracer en direction et en 
position quelconques un segment AB, de 54 de longueur; donner a 
12 points quelconques du cercle O une translation égale a AB. Vérifier que 
les 12 points, dans leur nouvelle position, sont sur un cercle égal a 0, 
dont le centre 0, est la position que prend O si on lui donne aussi la 
translation AB. 

8. Construire un cercle de 20 de rayon; tracer par son centre une 
droite indéfinie XY; figurer les positions que prend le cercle si on lui 
donne successivement cing translations égales 4 la moitié d’un rayon, le 
centre décrivant un segment porté par XY. 

9. Construire un triangle quelconque ABC; joimdre chaque sommet au 
milieu du coté opposé, pour avoir les médianes AD, BE, CF; constaler 
 qu’elles passent par un méme point, situé sur chacune d’elles au 2/3 de 

sa longueur a partir du sommet. Dessiner les positions A,B, C,, A,B,C, que 

prend le triangle s'il recoit successivement les translations AD et BH, et 
entrainer les médianes dans ces translations. Vérifier qu’une troisi¢me 
translation égale 4 CF raméne le triangle dans sa position initiale. 

40. Construire un cercle de 20 de rayon et de centre A; d’un point B de 
ce cercle, avee le méme rayon, décrire un second cercle, qui coupe le pré- 
cédent en deux points. Soit C l'un de ces points; du centre C, avec le 
méme rayon, décrire un troisiéme cercle, qui passe par A, par B, et coupe 
une seconde fvis le cércle Aen Ay. Donner a l'ensemble de ces trois cercles 
la translation A Aj. 

44. Mémes données que dans l’exercice précédent, en prenant la transla- 
- tion égale a AC, 
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42. Mémes données que dans l’exercice précédent, en déplacant la figure 


par 2 translations successives, égales l'une 4 AA,, l'autre 4 AC 


EXERCICES THEORIQUES 


§ 2. 


43. Une figure F, occupant d’abord dans son plan la position Fy. regoit 
une premiére translation qui l’améne en F,; une seconde translation lui 
donne la position F;; une troisicme translation la fait passer en F,, et 
ainsi de suile. Soit F, la position finale de F. Démontrer que F peut pas- 
ser de F, 8k, par une seule translation. 

Uiiliser le postulat. 

44. Si une droite D, se déduit d’une autre droite D, par une transla- 
tion qui améne le point Aj, pris sur D,, a coincider avec un point Ag de 
la droite D,, démontrer que Dy se déduit aussi de D, par une transla- 
tion dont une glissi¢ére est la droite By, Bg qui joint un point quelcongue 
B,, pris sur D,, a un point quelconque By, pris sur Dy. 

Considérer les translations successives B, A,, Ay Ag, Ag Bg. 

45. La base d'un triangle glisse sur une droite donnée. Quelle est la 
trajectoire du troisieme sommet? 

46. Si Vorigine A d'un segment rectiligne se déplace sur une droite «, 
pendant que l’extrémité B se déplace sur une droite 8 paralléle a a, le 
déplacement du segment AB est une translation. 

47. Un triangle ABC se déplace de fagon que les sommets B et C décrivent 
deux droites paralleles. Quelle est la trajectoire du sommet A? 

48. Etant données deux droites paralléles D, et D, et deux autres 
droites XY et D5; qui les rencontrent, construire un triangle équilatéral 
ayant un sommet sur chacune des droites Dy, Dg, Ds, de maniére que le 
coté compris entre D, et D. soit paralléle a XY. 

49. Démontrer qu’un quadrilatére qui a deux ecdtés égaux et paralléles 
est un parallélogramme. 

20. Déemontrer gue la droite qni joint les milieux de deux cdtés opposés 
d'un parallélogramme est paralléle aux deux autres cétés. 

24. Si des paralléles en nombre queleonque interceptent sur une droite 
des segments égaux, ils mterceptent aussi des segments égaux sur toute 
aulre droite qui les rencontre. 

22. Mener par les sommets d’un triangle donné ABC trois droites paral- 
léles qui intercepteat sur une droite quelconque deux segments égaux. 

Utiliser l'exereice 21. 

iets Ktant données deux droites concourantes OX. OY, et une troisibme 
droite D qui les rencontre toutes les deux, construire un segment 
de longueur donnée J, paralléle 4 D, et ayant une extrémité sur OX, l'autre 
sur OY. . 

24, On donne quatre droites queleonques D,, Dy, D3, Dy; construire un 
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parallélogramme ayant un sommet A donné sur D,, un sommet B donné 
sur D,, et les deux autres sommets respectivement sur D; et sur Dg. 

25. Etant donnés un cercle quelconque C, une droite XY, ct une droite 
D qui rencontre XY, construire un segment de longucur donnée J, qui soit 
paralléle a D, et qui ait une extrémité sur XY, l’autre sur le cercle C. 

26. Par tous les points d’un cercle, on méne des paralléles 4 une droite 
quelconque; sur ces paralléleson porte des longueurs égales et dirigées dans 
Je méme sens, Trouver une ligne sur laquelle soient placées les extrémités 
de ces Jongueurs. 

27. Etant donnés deux cercles C, et C, et une droite D, construire 
un segment de longucur donnée J, qui soit paralléle 4 D, et qui ait une 
extrémite sur le cercle C,, l'autre sur le cercle Cy. 

28. Par un point A, mener une sécante tclle que le segment compris 
sur cette secante entre deux droites paralléles soit égal 4 une longueur 
donnée. ies 

29. Un parallélogramme ABCD est articulé en ses quatre sommets; on 
fixe le coté AB, et on déforme alors le parallélogramme. Déterminer la 
trajectoire d'un point quelconque de CD. 


EXERCICES PRATIQUES 


§ 8. 


30. Calculer en grades les mesurcs des angles suivants donnés en 
doerés: 135°; 66° 15’; -18°36/24” ; 120°; 75932/ 48”. 

34. Calculer en degrés, minules et secondes les mesures des angles 
suivants donnés en grades: 306 ; 826,75 ; 1156,8487; 106,7601. 

32. Marquer sur une droite 11 points, equidistants de 8 millimétres, a 
Laide du compas a pointes (Exercice 2); tracer par tous ces points des 
perpendiculaires ala droite, contre laquelle on applique une régle, l’équerre 
glissant sur la régle. Couper les 11 paralléles par une sécante qui fasse 
avec l’une d’elles un angle de 33°, et voir si les ro segments obtenus 
sont égaux. (La somme de leurs longueurs doit étre égale a g5™™,4.) 

33. Construire un triangle ABC, ayant AB = 30, AG=5o, angle A = 120°, 
et lui donner deux rotations successives de 120° chacune, et dans le méme 
sens, autour du point A. 

34. Mémes données que dans l’exercice précédent, le triangle recevant 
cing rotations successives de 60° chacune autour de A. 

35. Construire un triangle ABC ayant AB=30, AC=5o, angle 
A= 108°, et lui donner 4 rotations successives de 144° chacune, et dans le 
meme sens, autour de A. 

36. Construire un triangle quelconque ABC; faire tourner ce triangle 


dans Je sens du mouvement des aiguilles d'une montre: 1° autour de A et 


LON. 
d'un angle égal 4 BAC pour l’amener en AB,(C,; 2° autour de B, et d'un 


angle égal 4 (,B,A, pour l’amener en A,B,C; 3° autour de Cy et d'un 
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angle égal a BiG ke pour l’amener en A;B;Cy. Comparer les directions 
W@un méme coté dans la position initiale et dans la position finale. 

37. Construire un triangle équilatéral ABC, de 40 de cote; décrire de 
chaque sommet comme centre un are joignant les deux autres sommets; 
suivant les notations de l’exercice précédent, donner au triangle curvi- 
ligne ABC successivement trois rotations de 60° et de méme sens autour 
de A, B,, Cy. 

On obtient deux résultats différents, selon le sens dans lequel on tourne- 
rait autour d’un point intérieur ‘au triangle pour rencontrer successive- 
ment les lettres A, B et C dans l’ordre alphabétique. 

38. Construire un cercle 0, de 60 de rayon; tracer deux diamétres per- 
pendiculaires AA’ et BB’; du centre A, avec le rayon AO, décrire lare OC, 
terminé en C sur le quadrant AB, et marquer du inéme coup de compas 
le point D sur le quadrant AB’. Du centre C, avec le rayon CO, décrire un 
arc OK, terminé en E sur le quadrant BA’. Du centre D, avec le rayon DC, 
décrire un arc CFA’, limité en F a son intersection avec l’are OE. Donner 
au contour curviligne OCF onze rotations successives, de 30° chacune, et 
représenter les douxe positions en supposant que le contour limite une | 
feuille opaque, chaque position recouvrant la suivante, la derniére recou- 
vrant la premiére. 


EXERCICES THEORIQUES 
§ 3. 


39. Deux droites paralléles XX’ et YY’ sont symétriques par rapport a 
un point O: on trace deux droites queleonques AOQB, A’OB’ rencontrant 
XX’ en AetA’, et YY’ en B et B’. Démontrer que les droites AB’ et A’B 
sont égales et paralléles. 

40. On prolonge les cdtés BA et CA d'un triangle ABC, de longueurs 
AB’=AB et AC’=AC, puis on joint B’C’. Démontrer : 1° que B/C’ = BC; 
2° que la droite MM’ joignant les milieux de BC et de B’C’ passe par A; 
3° que AM= AWM’. 

44. Démontrer que les diagonales d'un parallélogramme se coupent en 
leur milieu. 

42. Demontrer que le parallélogramme est le seul quadrilatére dont les 
diagonales se coupent en leur milieu. 

43. Les bissectrices de deux angles opposés par le sommet sont en pro- 
longement l’une de l'autre. 

44. Si deux angles ont leurs edtés paralléles ou perpendiculaires chacun 
a chacun, leurs bissectrices sont, ou paralléles, ou perpendiculaires. 

45. Si par deux points A et B, diamétralement opposés sur un cercle, on 
méne deux cordes paralléles, AC et BD, ces cordes sont égales et la 
droite CD est un diamétre du cercle. 

46. On joint un point P aun point M variable sur le cercle C et on prend 
le symétrique M’ de M par rapport a P. Quelle est la trajectoire de M’? 
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Se servir de cette trajectoire pour tracer par le point Pune droile 
coupant deux cercles € et C’ en des points A et A’ tels que : PA= PA’. 

47. Si on joint les milieux des cotes Wun triangle deux a deux, on par- 
tage le triangle en quatre triangles égauz. 

48. Les droites menées par les trois sommets d'un triangle paralléle- 
ment aux cotés opposés forment un triangle quadruple du premier. 

49. Construire un triangle connaissant les milieux des trois cétés. 

50. On donne ua triangle équilatéral ABC inscrit dans un cercle. Mon- 
trer d’abord que ce triangle coincide avec lui-méme aprés une rolation de 

_ 120° autour du centre du cercle. On prend sur AB un point D entre A et 

B, et sur BC un point F tel que AD—BF. On méne les droites AF et CD 


qui se coupent en G. Démontrer que langle FEC est égal a l’un des angles 
du triangle ABC. 

54. On donne un carré ABCD; on porte sur AB, BC, CD, DA des 
longueurs égales AA’, BB’, CC’, DD’. Démontrer que la figure A’ BY Cr DY 
est un carré. 

52. Démontrer que les milieux des cétés d’un quadrilatére quelconque 
sont les sommets d’un parallélogramme. 

_ A quelles conditions doit satisfaire le quadrilatere pour que ce paral- 
lélogramme soit : 1° un losange; 2° un rectangle; 3° un carré? 

53. Construire un pentagone connaissant les milieux des cing cotés. 

54. Etant donné un triangle ABC, par le sommet A on éléeve des per- 
pendiculaires aux cotés AB et AC; sur ces perpendiculaires, on porte des 


YS 
longueurs AE = AB et AF = AC, et de maniére que les angles BAC et 


LOS , 
FAE soient d’espéce différente. Démontrer que les droites BF et CE sont 
égales et perpendiculaires |’une sur |’autre. 


EXERCICES PRATIQUES 


g§ 4. 


55. Sur une droite indéfinie Oz, marquer un poiut O: placer le centre 
du rapporteur sur le point O, le rayon-origine suivant Ow (le rayon-ori- 
gine va du centre au point marqué zéro, d’un cote ou de l’autre); marquer 
en I, la division 15°, tracer Ol, ; remettre le rayon-origine suivant Ol,, 


pour construire de nouveau un angle LOL de 15°. Voir si lasomme de 
6 angles consécutifs obtenus ainsi est égale aux go® du rapporteur et a 
langle droit de l’équerre. 

56. Construire un angle de 134°; mener sa bissectrice a l'aide du rap- 
porteur et vérifier la figure, en tracant du sommet comme centre avec 
80 de rayon un are qui coupe les deux cdtés de langle et la_bissec- 
trice, puis s’assurant que les deux portions de l’are sont égales, Hssayer la 
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verifivation avee un are de 5 de rayon; voir pourquoi le grand rayon pré- 
cédent doit étre préfére. 

57. Construire un angle de 57° 30’ et mener sa hbissectrice, le tout a 

aide du rapporteur, en appréciant 4 vue les fractions de degré que le 
rapporteur ne donne pas. Voir si la construction est exacte, en décrivant 
du sommet comme centre un are de grand rayon, qui coupe les deux 
cotés de langle et la bissectrice. 
58. Construire un triangle ABC, dans lequel AB=S80, AC=55, 
angle A= 57°. Mesurer les angles B et C, en évaluant 4 peu prés les frac- 
tions de degré que le rapporteur ne donne pas, et voir si la somme des 
trois angles A, B, C est égale a 180°. Recommencer le méme exercice avec 
les données suivantes. 


ABs 1a 8) ACS? SS anrlevA 00" 
ABT tebe A (= oo ae anittesAl ae 
AB== 719-52 AC ==9 5.5 angles —s1948 
AB= 12 angle A = 50° 
AB==72 AG=80 ; angle A=5° 
AB==12 3 AC==80. = angle Ao a8 

59. Construire arbitrairement deux droites indéfinies qui se coupent, et 
vérilier au. moyen du rapporteur que les angles opposés par le sommet 
sont égaux et que deux angles adjacents sont supplémentaires. 

60. Construire un triangle quelconque ABC; mesurer ses angles au 
moyen du rapporteur; vérifier que chaque angle extérieur est égal a la 
somme des deux autres angles intérieurs. Reprendre cet exercice plu- 
sieurs fois, en variant sensiblement les dimensions et les angles du triangle 
considéré, 

Construire au rapporteur Ja bissectrice d’un angle compris entre deux 
cotés inégaux, et s’assurer qu'elle me passe pas par le milieu du c6oté — 
opposé. ° 

64. Construire un triangle isocéle ABC, d’ailleurs quelconque, dans 
lequel AB= AC; tracer & l'aide du rapporteur les bissectrices des angles 
intérieur et extérieur en A; vérifier que la premiére passe par le milieu 
de BC, qu’elle est perpendiculaire & BC, et que la seconde est paralléle 
a BC. 

62. Construire arbitrairement deux droites paralléles coupées par une | 
sécante, mesurer les 8 angles que présente la figure, et comparer leurs 
valeurs. 

63. Construire un polygone convexe de cing cétés, mesurer ses angles 
intérieurs et ses angles extérieurs; vérifier que ses angles intérieurs ont 
une somme égale 4 540°, et que la somme des angles extérieurs vaut 360°, 

64. Construire un triangle rectangle dont les edtés de langle droit ont 
80 et 39; le triangle sera exact si l’hypoténuse a 89. Mesurer les angles 
aigus et vérifier qu'ils sont complémentaires. ; 

Soit A le sommet de langle droit, BC Vhypoténuse. Au moyen de 
l'équerre, tracer AD perpendiculaire 4 BC, et vérifier l’égalité des angles 


ZN Na aN in 
BAD et ACD, CAD et ABD. % 


> 
ro) 
I 
wa 
jo) 
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EXERCICES THEORIQUES 


§ 4. 


65. Quel est le polygone dans lequel la somme des angles est égale a 
12 angles droits? 
66. Dans un triangle ABC, dans lequel on suppose l’angle B supérieur a 
- Vangle C, Vangle de la bissectrice et de la hauteur issues du sommet A est 


seal j B—C 
ala : 
éga : 


67. L’angle des bissectrices intérieures des angles B et C d'un triangle 
ABC est égal a la moitié de langle A augmentée dun angle droit, L’angle 
des bissectrices extérieures des mémes angles est égal au complément de 
la moiié de langle A. 

- 68. ia dilférence des angles qu'une bissectrice intérieure forme avec le 
coté opposé d’un triangle est égale ala différence des angles a la base de 
ce triangle. 

69. Les bissectrices des angles formés en prolongeant jusqu’a leur ren- 
contre les cotés opposés d'un quadrilatére conyexe se coupent sous un 
angle égal a la demi-somme de deux angles opposés du quadrilatére. 

70. Un rayon lumineux SI tombe en I sur une droite (miroir) MN, se 
réfléchit pour arriver suivant II’ sur une seconde droite M’/N, ot il se ré- 
fléchit encore suivant la direction I’S’. Sachant que le rayon réfléchi fait 
avec la perpendiculaire a la droite (miroir) un angle (angle de réflexion) 
égal 4 Vangle (angle d’incidence) du rayon direct avec la méme perpen- 
diculaire, montrer que l’angle des rayons SI et I’S’ est double de langle 
des droites MN et M’N. (Principe de l'instrument appelé sextant.) 


CHAPITRE Il 


LES FIGURES ELEMENTAIRES 


24. — Symétrie par rapport 4 une droite. 


428. — Définition. — Une droite indéfinie partage un 
plan en deux parties que nous appellerons deux semi-plans. 

On peut imaginer que l’on fasse tourner lun de ces 
semi-plans autour de la droite comme une page dun livre 
ou d’un carnet. 


Soit F (fig. 94) une figure plane, et D une droite. Faisons 
tourner le semi-plan qui contient F, autour de D comme char- 
niére, jusqu’a ce qu'il vienne coincider avec l'autre semi-plan. 
La figure F vient alors occuper une position FE’ dite symé- 

trique de F par 
rapport a D. 


F La droite D 
est appelée 
axe de symé- 


TE Ee D trie. 


Par exemple , 

si l'on plie une 

F feuille de papier 
en deux, si sur_ 
Pune des moitiés 
on dessine a 
lencre une figure 
et qu’on la ra-- 
Yo, batte sur l'autre 
moitié avant que le dessin ne soit sec, ce dessin s’imprimera sur la 
seconde moitié et nous obtiendrons deux figures symétriques par 
rapport au pli de la feuille. ; ) 


Fig. 94. — Figures symétriques par rapport a une droite. 
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429. — Conséquence. — Deux figures symétriques par 
rapport a une droite sont égales, c’est-a-dire superposables. 


Cela résulte de la définition méme, puisqu’on les super- 
pose par rotation du plan autour de l’axe de symétrie. 


430. — Figures directement et inversement égales. 
— Considérons deux figures symétriques par rapport a 
une droite, par exemple (fig. 95), des lettres : PLI. Ces 
deux figures sont 
égales et la super- 
position s’obtient 
en faisant pivoter 
le semi-plan de 
droite autour de 
D pour le rabattre | | Cj P 1s | 
sur celui de 
gauche. 

Au lieu d’opérer 
ainsi, essayons de 
faire coincider les 
deux figures en les D 
faisant glisser dans 
le plan sans les 
sortir du plan. Fig. 95. — Lettres symétriques par rapport 4 une 
Nous nous aperce- re 
vrons sans peine que c’est en général impossible. Ainsi il 
est impossible de faire coincider la lettre P avec sa syme- 
trique YI par un simple glissement dans le plan, comme 
cela aurait lieu pour la symétrie par rapport 4 un point. 

Nous apercevons donc ici une différence essentielle entre 
les deux symétries planes. 

Dans la symétrie par rapport 4 un point les figures symé- 
triques peuvent étre amenées en coincidence par un simple 
glissement dans le plan (rotation de 180°),sans sorlir les 
figures du plan. 
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Dans la symétrie par rapport a une droite on ne peut faire 
coincider l'une des figures symétriques avec l’autre qu’a 
condition de la sortir du plan et de la retourner dans l’es- 
pace avant de la replacer dans le plan. Ceci nous conduit 
4 distinguer les figures planes égales en deux catégories : 

Les figures directement égales qu’on peut faire coincider 
par glissement dans leur plan; 

Les figures inversement égales qu’on ne peut faire coin- 
cider qu’aprés retournement de l'une d’elles hors du plan. 


RemaroueE I. — Dans ce qui précéde nous supposons 
évidemment que nous considérons des figures tracées sur 
un seul coté du plan, c’est-a-dire tracées sur un plan 
opaque de facon que les figures ne soient pas visibles des 
deux cotés du plan. 


ReMARQUE II. — Il y a des figures qui sont a la fois 
directement et inversement égales. Telle est, par exemple, 
la lettre I (figure 95) qui peut coincider par glissement 
avec sa symétrique par rapport ala droite D. 


431.—- Points symétriques. — Théoréme. — Lorsque 
deux points sont sy- 
métriques par rap- 
port a une droite, 
cette droite est per- 
pendiculaire au mi- 
lieu de celle qui joint 
les deux points. 


Soient A et A’ 
Fig. 96. — Points symétriques par rapport a une (fig. 90) dense 
apatie: symétriques par rap- 

port a la droite D, 

et O le point dintersection de AA’ avec D. Lorsqu’on rabat 
le semi-plan supérieur autour de D sur le semi-plan infé- 
rieur, O ne bouge pas et A vient en A’. Les deux angles 
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AON aN 

DOA et DOA’ coincident, ils sont done égaux; d’ailleurs, 
_ comme OA et OA’ sont en prolongement, ces angles sont 
aussi supplémentaires. Ils sont donc droits. De plus OA, 
pouvant coincider avec OA’, lui est égale; par suite O 
est le milieu de AA’. 

Réciproquement, si la droite D est perpendiculaire au 
milieu de AA’, les points A et A’ sont symétriques par rapport 
av. 

Cela se vérifie sans peine. 


432. — Théoréme. — Par un point on peut mener une per- 
pendiculaive a une droite et on n’en peut mener qu’une. 


a 


Soit une droite D et un point A. 
1° Supposons d’abord le point A en dehors de D (fig. 96). 
Il suffit alors de joindre A au symétrique A’ parrapport a 
D pour avoir la perpendiculaire cherchée AA’. 

2° Si le point A est sur la droite (fig. 97), menons 
d’abord une perpendiculaire quelconque BB’ a D, en joi- 


Fig. 97. — Perpendiculaire 4 une droite, 


gnant deux points B et B’ symétriques par rapport a D. La 
paralléle menée par A a BB’ est bien perpendiculaire a D 
(n° 445). 

Il n’y en a d’ailleurs qu’une, car (n’ 417) deux droites per- 
pendiculaires 4 une troisiéme étant paralléles, si elles ont 
un point commun A elles coincident (n° 49). 

Remarour. — Le point C, pied de la perpendiculaire 
abaissée de B sur AD, est ce qu’on appelle la projection 
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de B sur AD, et la perpendiculaire BC prend le nom 
de projetante du point B. 


433. — Droites symétriques. — Théoréme. — Lorsque 
deux droites sont symétriques par rapport a une troisiéme, 
cet axe de symétrie est la bissectrice de leur angle. 


Soit D l’axe de symétrie (fig. 98) et OA une droite qui 
le coupe en O. 
Sion faittour- 
ner le plan 
autour de D, 
le point O ne 
bouge pas, la 
droite OA 
vient en la sy- 
métrique OA’ 
et les angles 
aN yew 

A’ DOA et DOA’ 

Hig, 98. — Axe de symétrie d’un systéme de deux droites. Sont manifes- 
\ tement égaux, 

puisqu’ils coincident par rotation autour de D. L’axe D 


rok 
est donc bien la bissectrice de langle AOA’. 


Remaroue. — Une droite paralléle a l’axe de symétrie 
(c’est-a-dire qui ne le rencontre pas) a évidemment pour 
symétrique une autre paralléle a l’axe. 


434. — Définitions. — Dans un triangle on appelle hau- 
teur Ja perpendiculaire abaissée d'un sommet sur le coété 
opposé. Ce coté se nomme alors hase. 


Dans le triangle isocéle on réserve ordinairement le — 
nom de base a celui des trois cétés qui n’est pas égal aux 
deux autres. - 


On appelle médiane d’un triangle une droite joignant un 
sommet au milieu du cété opposé. 
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435. — Théoréme. — Dans un triangle isocéle : 

1° La bissectrice de l’angle formé par les deux cétés égaux 
est en méme temps hauteur et médiane; 

2° Les angles opposés aux cétés égaux sont égaux, 


; 


Soit ABC (fig. 99) un triangle isocéle tel que 
AB=AC 
et soit AD la bissectrice de l’angle A du triangle. 
Si Von fait tourner le triangle 
ADB autour de AD comme char- 
niére, la semi-droite AB viendra 
-coincider avec AC a cause de l’éga- 
lon aS 
lité des angles DAB et DAC et le 
point B viendra se placer en C 
puisque 


D’ 


AB=AC. 


Ceci prouve que C est le symé- 
trique de B par rapport a AD. 
Par suite: AD est perpendicu- 
laire au milieu de BC, c’est donc une Fig. 99. — Axe de symétrie 
d’un triangle isocéle. 
hauteur et une médiane du triangle. 
De plus, dans le rabattement du triangle ADB sur ADC, 


Pests } ox 
VYangle ABD vient coincider avec langle ACD, ces angles 
sont donc égaux. 


436. — Réciproque I. — Si dans un triangle deux angles 
sont égaux, les cétés opposés le sont aussi. 

Soit, en effet, ABC (fig. 99) un triangle dans _ lequel 
nous supposons les angles en C et B égaux. Elevons la 
perpendiculaire DD’ au milieu de BC. Les points B et C 
(n° 434) sont symétriques par rapport 4 DD’. Si done 

=~ ‘ 
nous faisons tourner langle DBA autour de DD’ comme 
menisre, B B vient en C et, a cause de l’égalité des angles 


DBA et DCA, BA vient prendre la direction CA. 
Les droites BA et CA sont donc symétriques par rap- 
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port A DD’: leur point d’intersection A est sur DD 
(n° 433) et Pon a: 
AG—AE: 
Le triangle est isocéle. 


437. — Réciproque II. — Si dans un triangle une hauteur 
est en méme temps médiane le triangle est isocéle. 

C’est évident, car si AD est perpendiculaire au milieu 
de BC (fig. 99), les points B et C sont symétriques par 
rapport a AD et le triangle est isocéle. 


438. — Corollaire. — Dans un triangle équilatéral les 


180° 
trois angles sont égaux et chacun d’eux vaut = oe et 


réciproquement, si dans un triangle les trois angles sont 
égaux, ce triangle est équilatéral. 


439. — Lieux géométriques. — On dit qu'une figure est 
Je lieu géométrique des points jouis- 
sant d'une certaine propriété, lorsque 
tous les points de cette figure jouissent 
de cette propriété, et ceux-la seulement. 


Lorsqu’on voudra donc démontrer 
qu'une figure estun lieu géométrique, 
il faudra prouver deux choses : 1°Que 
tout point dela figure jouit dela pro- 


qui jouit de la propriété est sur la 
A figure, ou, ce qui revient au méme, 
que tout point qui n’est pas sur la 
figure ne jouit pas de la propriété. 


440. — Théoréme. — Le lieu géo-: 


Fig. 100. — Lieu des points 4 métrique des points équidistants de deux 
égale distance de deux 


Soinieabans: points donnés est la perpendiculaire au 


milieu de la droite qui les joint. 


Soient A et B (fig. roo) deux points, et Dla perpendicu- 
laire au milieu de AB : 


priété considérée; 2° Que tout point * 
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1° Tout point M de D est a égale distance de A et B, car 
MA = MB, par symétrie par rapport a D; 

2° Soit M un point équidistant de A et B. Le triangle 
MAB étant isocéle, la médiane MO est également hau- 
teur; donc le point M est bien surla droite D perpendicu- 
laire en O sur AB. 


444. — Construction. — Elever la perpendiculaire en un 
point d’une droite. 


Soit O un point de la droite D (fig. 101). 

De O comme centre avec un rayon arbitraire décrivons 
un cercle qui % 
coupe D en A et 
2 De-A. ‘et:-B 
comme centres, 
avec un méme 
rayon(plusgrand 
que le précédent), 
décrivons deux 
cercles qui se 
coupent en M et 
M’. 

La droite MM’ 
passe par O, cest 


la perpendiculaire 
cherchée. 
En effet M et M’ 
4 tein he ie Fig. ror. — Construction de la perpendiculaire en un 
a sont équidistants point d'une droite. 


de AetB;; ils sont 
done (n° 140) situés sur la perpendiculaire au milieu O 


de AB. 


442. — Construction. — Abaisser d'un point extérieur 
une perpendiculaire sur une droite. 


Lu point O comme centre avec un rayon arbitraire, mais 
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suffisamment grand, tracons un cercle qui coupe la droite 
D en deux points A et B (fig. 102). 

DeA etBcomme centres, avec des rayons égaux, tragons 
deux arcs de cercle qui se coupent en M. 


Fig. 102. —Construction de la perpendiculaire abaissée d'un point sur une droite. 


OM est la perpendiculaire cherchée. 
Car O et Métant équidistants de A et B, la droite OM est 
perpendiculaire sur AB (en son milieu). 


443. — Construction. — Construire le milieu d’un seg- 
ment AB, 


Des points Aet B comme centres (fig. 101) tracons deux 


cercles égaux qui se coupent en M et M’. La droite MM’ 


est perpendiculaire au milieu de AB. Elle coupe donc AB 
au milieu O cherché. 


444. — Construction. — Construire la bissectrice d’un 
angle. 


van 
Soit AOB l’angle donné (fig. 103). Du sommet O comme 


centre décrivons un arc de cercle qui coupe les cétés en A | 


| 


hl 


| 


e a 
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et B. De A et B comme centres avec des rayons égaux 
tracgons deux arcs de cercle qui se coupent en M. 

OM est la bissectrice cherchée. 
Car O et M étant équidistants de A et de B, OM est per- 


Fig. 103. — Construction de la bissectrice d’un angle et du milieu d'un arc 
de cercle. 


pendiculaire au milieu de la droite (non tracée) AB. Les 
points A et B et par suite OA et OB sont symétriques par 
rapport 2 OM qui est donc (n° 433) la bissectrice de langle 


vox 
AOB. 
445. — Construction. — Consiruire le milieu d’un arc de 
cercle. 
' Isuffit de construire (fig. 103) la bissectrice OM de l’angle 


os 
au centre AOB correspondant. Cette bissectrice coupe l’are 
AB au milieu cherché C. 


g 2 — Distances. 


446. — Théoréme. — Si deux cétés d'un triangle sont 
inégaux, au plus grand des deux cétés est opposé le plus 
grand angle. 


Soit ABC (fig. 104) un triangle dans lequel nous suppo- 
sons que le cété AB est plus petit que le cété BC. Nous 
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Pe ‘ 
allons montrer quel’angle ACB, opposé a AB, est plus petit 
Vax 


que l’angle CAB opposé a BC. Prenons, en effet, sur le 
A cété BC une longueur 
BDégaleaBA. Comme 
BA est plus petit que 
BC, le point D tombera 
entre B et C. Jor 


gnons AD. 
eX 
L’angle CAB est 
(0 D B manifestement plus 


grand que _ langle 

a 

DAB qui est égal a 
aN 

Vangle ADB, puisque le triangle ADBest isocéle. Or l’'angle 

aw 

ADB, étant extérieur au triangle CAD, est plus grand que 


Fig. 104. 


IS 
VYangle ACD non adjacent (n°423). En résumé on a 
aN wa as ASS 
CAB > DAB = ADB > ACB’, 
on a donc bien 
Z~ vo 
CAB > ACB. 
447. — Réciproque. — Si deux angles d'un triangle sont 
inégaux, au plus grand angle est opposé le plus grand cété. 
Si, en effet, dans le triangle ABC (fig. 104) on a 
oS Pate 
CAB > ACB, 
CB > AB. 
Car, si on avait CB = AB, les angles opposés_ seraient 
égaux, ce qui n’a pas lieu; et si on avait CB < AB on 
a a 
aurait, d’aprés ce qui précéde, CAB < ACB, ce qui est égale- 
ment contraire a lhypothése. — Le cété CB ne pouvant 


étre ni égal, ni inférieur & AB, est nécessairement plus 
grand que AB. 


on doit avoir 


448. —Remarque. — Le raisonnement précédent est 
ce qu’on appelle un raisonnement par l’absurde. I] consiste, 
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en effet, A prouver la vérité de la proposition énoncée en 
démontrant qu'il est absurde de supposer qu’elle ne soit 
pas vraie. 


449. — Corollaire. — Dans un triangle rectangle, le cété 
_opposé a l’angle droit est le plus grand des trois. 


Car si un triangle a un angle droit, les deux autres 
angles sont aigus, donc plus petits que lui. 


450. — Définition. — On appelle hypoténuse d’un 
triangle rectangle le cété opposé a l’angle droit. 


Fa 


D’aprés cela. le corollaire précédent s’énonce ainsi : 
Dans un triangle rectangle Vhypoténuse est le plus grand 
des trois cétés. 


454. — Théoréme. — Si d'un point pris en dehors d’une 
droite on méne a cette droite la perpendiculaire et diffé- 
rentes obliques : 

4° La perpendiculaire est plus courte que toute oblique; 

2° Deux obliques qui s’écartent également du pied de la 
perpendiculaire sont égales; 

8° Deux obliques qui s’écartent inégalement sont inégales, 
et celle qui s’écarte le plus est Ja plus longue. 


Soit 4 une droite et O un point extérieur (fig. 105). 
1° De O abaissons la perpendiculaire OA et une oblique 


O . 


C A B D A 


Fig. 105, — Perpendiculaires et obliques. 


OB. Comme OB est Yhypoténuse du triangle rectangle 
OAB, elle est plus longue que la perpendiculaire OA. 
2° Soient OB, OC deux obliques qui s’écartent également 
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du pied A de la perpendiculaire. A étant le milieu de BC, 
OC et OB sont symétriques par rapport a OA, donc égales. 

3° Soient OB et OD deux obliques qui s’écartent inéga- 
lement du pied A de la perpendiculaire. Supposons 
AD > AB et B du méme cété de A que D. Dans le trian- 
gle OBD, langle en B, étant obtus, est le plus eigen des 
trois angles, donc (n° 446) 

OD > OB. 


Dans le cas ov les deux obliques sont de part et d’autre 
de OA, comme OC et OD, il suffit de remarquer que 
oC = OB. Ona donc aussi 

OD > OC. 


452. — Réciproques. — Si l'on joint un point pris hors 
d'une droite a différents points de cette droite : 
4° La plus courte de toutes ces longueurs est la perpendi- 
culaire abaissée de ce point sur la droite; 

2° Deux obliques égales s’écartent également du pied de la 
perpendiculaire ; 

3° Deux obliques inégales s'écartent inégalement du pied de 
la perpendiculaire et la plus grande s’écarte le plus. 


On raisonne par l’absurde. 

1° Si OA (fig. 105) est le plus court des segments de 
droite joignant O a un point de la droite A, c’est la per- 
pendiculaire abaissée de O sur A, car, si elle ne l’était pas, 
la perpendiculaire serait plus courte qu'elle. 

2° Deux obliques égales OB et OC s’écartent également 
du pied A de la perpendiculaire, car si elles s’écartaient 
inégalement elles seraient inégales. 

3° De deux obliques OB et OD la plus longue OD s’écarte 
le plus du pied A, Car si on avait 


AB > AD ou AB=AD, 
on aurait OB >0D ou OB = OD, 


ce qui est contraire 4 Vhypothése. 


453. — Définition. — On appelle distance d'un point a 
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une droite la longueur de la perpendiculaire abaissée de ce 
point sur la droite. 


C’est le chemin rectiligne le plus court pour aller de ce 
point a la droite. 


154. — Théoréme. — Lorsque deux droites sont paral- 
léles, tous les points de l'une sont a la méme distance de l’autre. 
Cette distance commune est ce qu’on appelle la distamce 
des deux paralléles. 
_ Soient D et D’ (fig. 106) deux droites paralléles. De deux 
points A et C : 
de D’ abaissons A Cc D’ 
les perpendicu- 
laires AB et CE 
Suri D.) Les 
droites AB et 
CE sont paral- B E D 
léles ((n® 4417). 
Les deux dis- 
tances AB et CE sont donc égales, car on les améne en 
coincidence, par une translation de glissiéres D’ et D qui 
ameéne A en C. 


Fig. 106. — Distance de deux paralléles. 


455. — Corollaire. — Le lieu géométrique des points a 
une distance donnée d'une droite donné? D se compose de 


Fig. 107. — Lieu des points 4 une distance donnée d’une droite. 


deux droites D' et D” paralléles a la droite donnée D, de 
part et d’autre de cette droite D (fig. 107). 


Les droites D’ et D” sont symétriques par rapport a la 
droite D. 
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456. — Théoréme. — Dans un triangle un coté est plus 
petit que la somme des deux autres. 


On peut considérer cette proposition comme éyidente 
expérimentalement. 


En voici d’ailleurs une démonstration ! : 
Soit ABC (fig. 108) un triangle. Prolongeons le cété AB, au dela de 
; A, dune longueur AD 
D égale a4 AC. Joignons 
DC. Le triangle ADG 
étant isocéle, les angles 
“N 


A Ae : 
ADC et ACD sont égaux. 
Done, dans le triangle 


os 
BDC, l’angle BCD est 
plus grand que l’angle 
ES. . t 
BDC, puisqu’il est égal 
a celui-ci augmenté de 


B c Ls 
Fig. 108. Vangle ACB. Il en ré- 
sulte (n° 446) que 
BC < BD, 


c’est-d-dire 
BC < BA+ AD 
et, comme AD = AC, 
BC < BA + AC. 


457. — Corollaire I. — Le segment de droite qui joint 
deux points est plus court que 
Ja longueur de toute ligne bri- D 
sée joignant ces deux points. S 
Cette proposition est pres- 
que intuitive, car, en vertu 
du _théoréme _ précédent, 
chaque fois qu’on remplace A B 
le segment de droite joi- 
gnant deux points par deux 


segments de droite, on allonge la ligne qui joint ces deux 
points. 


Fig. 109. 


1, On pourra réserver cette démonstration ainsi que celles des n° 457 a 464 
pour la classe de Troisiéme A, ‘ 
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Ainsi (fig. tog), le segment de droite AB qui joint AaB 

est plus court que ACB. Si on remplace le segment CB 

par ta ligne brisée CDB, on allonge le chemin total. Si on 

remplace encore DB par DEB, on allonge encore, et ainsi 
de suite. On a donc: 


AB<ACB<ACDB <ACDEB. 


458. — Corollaire. — Dans un triangle un cété quel- 
conque est plus grand que la différence des deux autres. 


Car, dans le triangle ABC (fig. 108), on a: 
AB+AC>BC. a(n) 


Supposons BC plus grand que AB, onen conclut, en 
retranchant AB aux deux membres de Vinégalité (1), 


AC > BC — AB. 


459. — Théoréme. — Toute ligne brisée convexe joignant 
deux points est plus courte que toute autre ligne brisée joi- 
gnant les deux mémes points et qui l’enveloppe. 

- Soit, en effet, ACDEFB une ligne brisée convewe (fig. 110) 
joignant les deux 
points A et B; et 
soit AHIJKLMNB 
une ligne brisée 
quelconque qu 
Venveloppe. 

- Prolongeons le 
cdté AC jusqu’a sa 
rencontre P avec 
la ligne envelop- 
pante. Sinousrem- 
placons la ligne MSIE 
AHP par la droite 
AP nous diminuons le contour enveloppant (n° 457), 
- Prolongeons ensuite CD jusqu’a sa rencontre Q avec le 
contour enveloppant. Si nous remplagons encore le contour 
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CPIJKLQ par la droite CQ, nous diminuerons encore 
le contour enveloppant. Et ainsi de suite. En continuant 
de la sorte nous parviendrons finalement, de diminution 
en diminution, au contour convexe ACDEFB qui est par 
suite manifestement plus petit que celui qui l’enveloppe. 


R 


460. — REMARQUE. 
— Il est bon de 
remarquer que 
cette démonstration 
ne réussit que parce 
que le contour 
ACDEFB est con- 
vexe. 

Si, par exemple 
(fig. 111), on consi- 


dére un contour ACDEFIKLMNOPQB qui west pas convexe, 


il est fort possible qu’il soit plus 
long que le contour enveloppant 
ARSB. Il suffira d’essayer de re- 
commencer dans ce cas la démon- 
stration précédente pour voir pour- 
quoi elle n’est plus possible. 


464. — Application. — Nous 
avons vu (n° 440) que la droite D 
perpendiculaire au milieu O du 
segment AB est le lieu géomé- 
trique des points équidistants de 
A etB. Ilen résulte que tout point 
M nonsitué sur D est inégalement 
distant de A et B. Il est intéressant 
de savoir duquel des points A 
ou B il est le plus prés. 


Fig, tra. 


Si le point M est du méme cdté de D que A, wl est plus prés 


de A que de B (fig. 112). 
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Joignons, en effet, MB et MA. Ces points M et B étant de 
part et d’autre de D, le segment MB rencontre D en un 
point P, entre M et B. Joignons encore PA. Dans le trian- 
gle MPA ona: 
(1) MA<MP-+ PA. 


Or, P étant sur D, on a aussi : 
PA=PB: 


Donc, en remplagant PA par PB dans linégalité (1), 


ona: 
MA<MP+PB=MB. 


23. —Le Cercle. 


- 462. — Rappel. — Diaprés la définition que nous en 
avons donnée (n° 78), 


Le cercle est le lieu géométrique des points d’un plan qui 
sont a égale distance d’un point de ce plan appelé centre, 


Le segment de droite qui joint le centre Aun des 
points du cercle est un rayon. 

Tous les rayons sont, par définition du cercle, égauc. 

Nous avons vu (n° 77) que, lorsqu’on fait une rotation 
autour de son centre, le cercle glisse sur lui-méme. 


463. — Principe. — Une droite ne peut pas couper un 
cercle en plus de deux points. 

Elle coupe le cercle en deux points si la distance du centre a 
la droite est plus petite que le ayer (fig. 113) OH < OA; 
la droite est dite sécante. 


Elle ne rencontre le cercle qwen un point lorsque la dis- 
‘tance du centre a la droite est égale au rayon. La droite est 
dite tangente (fig. 113). 
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Elle wa aucun point commun avec le cercle lorsque la dis- 


I D 
? A “ 0 Aj |H 
Sécante au cercle. Tangente au cercle. Non-sécante. 


: 2 
Fig. IIo, 


tance du centre a la droite est plus grande que le rayon: 
OH > OA (fig. 113). 


164. — Définition. — On appelie corde, sous-tendant un 
arc de cercle, le segment de droite qui joint les deux extré- 
mités de cet arc. 


Un diamétre est une corde qui passe par le centre. 

Tous les diamétres sont égaux ; chacun d’eux est le 
double du rayon (n° 73). 

Un diamétre partage le cercle en deux parties égales 
(n° 78). 


165.— Angles au centre. — Nous avons vu (n° 75) 
quon appelle angle au centre, dans un cercle, un angle 
dont le sommet est le centre du cercle. 

Si Von prend comme unité dangle Vangle au centre qui 
comprend entre ses cétés l'unité darc, Vangle aw centre 
a méme mesure que Varc compris entre ses cétés (n° 9A). i 


466. — Angles inscrits. — On appelle angle inserit 
Gans un cercle un angle formé par deux cordes issues d’un 
méme point du cercle. 
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ae 4S 
Ainsi (fig. 114) angle BAC, dont le sommet A est situé sur le 
cercle, dont les cotés AB et AC sont deux cordes issues d’un méme 
point, est un angle inscrit dans le cercle O. 


A 
167. — Théoréme. — Si l'on Z\ 
prend comme unité d’angle l'angle 
au centre qui comprend entre ses 
cétés l’unité d’arc, l’angle inscrit a 
méme mesure que la moitié de I’ arc B 
compris entre ses cétés. 
Nous examinerons trois cas de c 
figure ; Fig. 114. — Angle inscrit. 
1° Supposons que lun des Z 
aS 
cotés AC de l’angle inscrit BAC passe par le centre O du 
cercle (fig. 115). Joignons OB. Le A 
triangle OAB est isocéle, puisque 4, 
OA=OB comme rayons du méme 
rie ZS 
cercle. Les angles BAO et ABO sont gh 
donc égaux (n° 435). BZ) WV 
His 
D’autre part langle BOC, étant 
extérieur au triangle OAB, est égal 
a la somme des deux angles inté- C 
rieurs opposés (n° 423), et, par suite, Fig. 135. 
OS 
A au double de lun d’eux OAB 
OSS Vas UES ae 
JN BOC=OAB + OBA=2BAC. 


as 
L’angle BAC est donc la 
C moitié de langle au centre 


} LO 
B BOC qui a méme mesure que 
. 2S A 
larc BC; par suite, BACa méme 


mesure que la moitié de lare BC. 
2° Supposons les deux cétés 


oN 
AB et AC de langle BAC de 
part et d’autre du centre O (fig. 116). Menons le dia- 


D 


Fig. 116, 
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HESS 
métre AOD; il partage langle BAC en deux angles BAD 


CES 4 a 
et DAC qui, d’aprés le cas précédent, ont mémes mesures 


fast 
que les arcs eh et a L’angle total inscrit BAC a donc 


A méme mesure que la somme 
DC 


des arcs BD + — ou que 
J/ 2 2 
~arc BC. 
2 

B 3° Supposons enfin que le 
centre O ducercle ne soit pas 
mS 
compris dans l’angle BAC 

C (fig. 117). 
ON 
D Dans ce cas, l’angle BAC 
ae la fe hgh ies des angles 


BAD et CAD, qui ont respec- 
tivement méme mesure que - arc BD et - are CD. 


Fig. 117. 


LN 
L’angle BAC a done méme mesure que 
I I I 
-arc BD — -arc CD = - arc BC. 
2 2 2 
La proposition énoncée 


est donc vraie dans tous 
les cas. 

468. — Corollaire. — 
L’angle inscrit dans un demi- 
cercle est un angle droit. 


Car (fig. 118) si Vangle 


“~ 

ACB est inscrit dans un 
demi-cercle, c’est-a-dire si 
AB est un diamétre, cet angle a méme mesure que la 
moitié dun iden -cercle, c’est-a-dire qu’un quadrant (n° 90). 


L’angle ACB est donc droit. 
169. — Réciproque du Corollaire. — Le demi-cercle 


Fig. 118, 
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décrit sur I'hypoténuse d’un triangle rectangle comme dia- 
métre passe par le sommet de Il’angle droit. 


En effet, soit (fig. 118) un triangle ACB rectangle en C. ' 
Si sur AB comme diamétre on décrit un cercle, ce cercle 


coupera la droite AC en un point C’ tel que l’angle KCB 
soit droit (d’aprés le corollaire précédent) ; c’est donc le 
pied de la perpendiculaire abaissée de B sur AC, c’est donc 
nécessairement C, puisqu’il n’y a qu’une seule perpendi- 
culaire abaissée de B sur AC. 


470. — Conséquence. — Dans un triangle rectangle, la 
médiane issue du sommet de l’angle droit est égale a la moi- 
tié de l’hypoténuse. 

Et réciproquement, sidans un triangle une médiane est 
égale ala moitié du cété qu’elle partage en deux parties 
égales, ce triangle est rectangle. 


Car si le triangle ABC est rectangle en C, OA, OB, OC 
- sont des rayons du demi-cercle décrit sur AB comme dia- 
meétre, ils sont donc égauc. 
Et, réciproquement, si O0A=OB=OC, le cercle décrit 
de O comme centre, avec OA pour rayon, passe par B et 
~ Cet langle AcB est 
~ droit. 
Il résulte de la que 
la médiane OC par- 
tage le triangle rec- 
tangle en deux 
triangles isocéles AOC 
et BOC. 


| 471. — Nouvelle ‘ 
nie J ig. 119. — Construction de la perpendiculair 
_ construction de la en un point d'une droite, 


perpendiculaire en 
_ un point d’une droite. — Soit D la droite et A un point 
ade cette droite. D’un point quelconque O (fig. 119), décri- 
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vons un cercle de rayon OA, qui coupe D en un _ second 
point B. Joignons BO qui coupe le cercle en C. 
AC est la perpendiculaire cherchée. 


a 
Car, BC étant un diamétre, langle BAC est droit. 


472.— Théoréme. — L’angle 
formé par deux cordes d’un cercle 
qui se coupent améme mesure 
que la demi-somme des arcs com- 
pris entre ses cotés. 

Soient (fig. 120) BE et CD 
deux cordes d’un cercle qui se 
coupent en A. Joignons BD 


aN " 

L’angle DAE est extérieur au 
triangle ABD, il est done égal 
(n°? 423) 2 la somme des deux 


angles DBE et BDC qui ont respectivement pour mesures 
(n° 167) ~ are BC et=are DE. 


ves 
L’angle DAE a donc bien pour mesure : 
~are BC + J are DE. 
2 2 


473. — Théoréme. — L’an- 


B 'A gle formé par deux sécantes A 
un cercle, qui se coupent en 
dehors du cercle, a méme me- 

D sure que la demi-différence des 
c arcs compris entre ses cétés. 
Soient BC et DE, deux 
cordes d’un cercle dont les — 
prolongements se coupent en 
E A hors du cercle (fig. 121). Joi- 


gnons CD. Dans le triangle 
as 
ACD, langle CDE, étant exté- 


rieur, est égal a la somme des angles intérieurs EAD 


Fig. T21, 
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aN aN 
et ACD. On en conclut quel’angle CAD est égal a la diffé- 
AS ox 
rence entre les angles CDE et ACD qui ont respective- 


a I I 
ment mémes mesures que-arc CE et-—arce BD. Par 
2 2 
c . LAS. f 
suite, ’angle CAD a méme mesure que: 


= arc CE — 2 arc BD. 
2 z 


a 


174. —Segment capable. — D’aprés ce qui précéde, si 
on considére (fig. 122) un are de cercle ACB, et si on 
joint un point quelconque M 
de l’arc a ses extrémités A et 


oN 
B, langle AMB reste constant 
lorsque le point M se déplace 
sur l’arc ACB, puisqu’il a tou- 
jours méme mesure que la 
moitié de l’arc ADB. 


C 


On appelle segment de cercle 
la portion du plancomprise entre 
un are de cercle et sacorde. 


Etant donné un segment .. 
; : Fig. 122. — Segment capable d’un 
de cercle ACB (fig. 122), soit « angle donné. 
VYangle constant AMB; le 
segment est alors appelé le segment capable de langle «. 


475. — Application. — Le lieu géométrique des points 
d’un plan d’ou I’on voit un segment AB sous un angle donné 
se compose de deux arcs de cercle limitant les segments 
capables de cet angle, décrits sur AB. 


Soit (fig. 123) un segment rectiligne AB, et ACB le seg- 
ment capable d’un angle « décrit sur AB. Il est clair que 
le segment AC’B symétrique par rapport & AB est 
également capable de l’angle «. 

1° Tout point M situé sur l’are ACB ou sur l’arc AC’B 


4 
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xN 
est un point de lieu, car langle BMA est égal a « (sa me- 
sure est ~are BDA). 


2° Tout point non situé 
sur ces deux arcs ne fait 
pas partie du lieu. 

Si on considére, en effet, 
un point M’ situé a linté- 
rieur du segment ACB, 

ZO. 
langle AM’Bestplus grand 
que «,car il a pour mesure 


I , 
-— are BDA, augmenté de 
2 


I < ° 
— are PQ; et, si on consi- 
2 

dére un point M” situé a 
rextérieur du segment, 


YAS ; 
langle AM"Best plus petit 
que a, car sa mesure est 


égale A are BDA dimi- 


¢ I 
nué de -arc RS. 
Fig. 123. — Lieu des points d’o0l’on voit un = 

segment sous un angle donné, 5 ‘ 
CaS PARTICULIER. — 


Lorsque langle donné «a est droit, les deux segments 
capables sont deux demi-cercles formant un cercle 
entier. 


476. — Théoréme. — Dans un méme cercle ou dans des 
cercles égaux: ' 

1° Des ares égaux sont sous-tendus par des cordes égales ; 

2° Des arcs inégaux, plus petits qu’un demi-cercle, sont sous- 
tendus par des cordes inégales, et le plus grand arc est sous- 
tendu par la plus grande corde. 


1° Soient AB et CD deux ares égaux d’un cercle (fig. 124). 
Les cordes sont ¢évidemment égales, car, par une rotation | 
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autour du centre O, on peut faire coincider les deux arcs 
et par suite les deux cordes. 

2° Soient AA’B et CCD (fig. A D 
125) des arcs inégaux d’un 
méme cercle, plus petits 
qu'un demi-cercle, et sup- 
posons 


arc CC'D > arc AA‘B. 


Faisons tourner l’arc CD 
autour de O de maniére a 
amener C en A, Varc CC’D 
prendra la position AA’E et le point B tombera entre A 
et E. Dans le triangle ABE, langle en B a alors méme 
mesure que la moitié delare ADE qui est plus grand qu’un 
demi-cercle; il est donc obtus et, par suite, 

AE > AB. 

Nous avons supposé que les arcs appartenaient a un 
méme cercle. S’ils apparte- 
naient a des cercles égaux, il 
suffirait, au préalable, de trans- 
porter Vun pour le faire 
coincider avec l’autre. 


Fig. 124. — Cordes égales. 


177. — Réciproques. — 
Dans un méme cercle ou dans de’ 
cercles égaux : 

1° Des cordes égales sous-ten- 
dent des arcs égaux; 

2° Des cordes inégales sous- D 
tendent des arcs inégaux et la 
plus grande corde sous-tend le Fig. 125, — Cordes inéyales. 
plus grand arc, 


Tout cela résulte de suite de ce qui précéde au moyen 
d’une démonstration par l’absurde. 


478. — Construction. — Construire sur une droite donnée 
un angle égal a un angle donné. 
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Soit AUB (fig. 126) un angle donné et O’A’ une semi- 
droite. DeO comme centre avec un rayon arbitraire décri- 


a 
vons un arc de cercle quicoupe les cétés de langle AOB en 
A et B. Du point O’ comme centre avec le méme rayon 


0’ iB” 


Fig. 126. — Cunstruction d'un angle égal & un angle donué. 


(méme ouverture de compas), décrivons un arc de cercle 
qui coupe O'A’ en A’. Cela étant, prenons une ouverture de 
compas égale 4 AB et de A’ comme centre décrivons un are 
de cercle qui coupe l’are tracé précédemment en B’: 

Dangle B’O'A’ est UVangle cherché. 

En effet, les arcs A’B’ et AB, appartenant a des cercles 
égaux, sont égaux puisque, par construction, les cordes 
AB et A’B’ sont égales. Les angles au centre correspon- 
dants sont donc égaux. 


179. — Remargue. —Le cercle décrit de A’ comme centre 
coupe le premier, décrit de O’ comme centre,en deux 
points B’ et B”, de part et d’autre de A’. Il y a donc deux 
solutions au probléme. I] n’y en aurait qu’une si on spé- 
cifiait par avance de quel coété de O’A’ doit se trouver 
langle cherché. 


180. — Théoréme. — Deux cordes égales d’un méme 
cercle sont équidistantes du centre, et réciproquement deux. 
cordes équidistantes du centre sont égales. 
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Soient AB et A’B’ (fig. 127) deux cordes égales d’un 
méme cercle, OH et OH’ les perpendiculzires abaissées du 


centre sur elles. Les arcs AB 
et A’B’ étant égaux (n°4176) on 
peut les amener a coincider 
par une rotation autour du 
centre O. 

Les cordes A’B’ et AB coin- 
cident alors et il en est de 
méme des perpendiculaires 
OH et OH’, puisque d’un point 
on ne peut abaisser qu'une 


_. perpendiculaire sur une 


droite. On a donc: 


OH =O’. 


Be 


Fig. 127. 


Récrproquement, siOH = OH’, et si on effectue la rotation 
qui fait coincider OH’ avec OH, la corde A’B’ viendra coin- 
cider avec AB puisqu’elle deviendra perpendiculaire a OI 


en H, et quil n’y a qu’une telle droite. 


184. — Théoréme. — Tout diamétre d'un cercle est un 


axe de symétrie de ce 
cercle et partage en deux 
parties égales les cordes 
qui lui sont perpendicu- 


 laires. 


Soit un cercle de centre 
O,et AB un diamétre. Si 
‘Ton fait tourner le demi- 
cercle ACB (fig. 128) au- 
tour de AB comme char- 
niére, tout point Mde ce 
demi-cercle viendra 


Fig. 128. 


prendre la position symétrique M’ par rapport a AB et 


la droite OM viendra coincider avec OM’. La longueur OM’ 
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est donc égale 4 OM, et M’est situé sur le demi-cercle ADB. 

Le diamétre AB est done un axe de symétrie puisque 
les points du cercle sont deux a deux symétriques par 
rapport & lui. 

M et M’ étant symétriques par rapport a AB, le diamétre 
AB est perpendiculaire au milieu I de MM’. 

D’ailleurs inversement les extrémités MetM’ de toute 
corde perpendiculaire 2AB sont évidemment symétriques 
par rapport a AB, car elles coincident dans le rabattement 
autour de AB comme charniére. 

Le diamétre AB partage done en deux parties égales 
toutes les cordes qui lui sont perpendiculaires. 

482. — Corollaire. — La perpendiculaire abaissée du 
centre sur une corde partage cette corde et les deux arcs 
qu’elle sous-tend en deux parties égales. 

Cest une conséquence directe de ce qui précéde car 
cette perpendiculaire OI 4 la corde MM’ est un diamétre, 
axe de symétrie. ] 

Les arcs MB et M’B ainsi que les arcs MCA et M’DA 
(fig. 128) sont égaux comm®& 
symétriques. 


183. — Théoréme. — 
Deux sécantes paralléles in- 
terceptent sur un cercle des 
arcs égaux. 


Soient AA’ et BB’ deux 
cordes paralléles d’un cer- 
cle (fig. 129). Le diamétre 
CD perpendiculaire a ces 
deux cordes est (n° 484) un 
axe de symétrie de la figure. 
Les deux arcs symétriques AB et A’B’ sont donc égaux. 


Fig. 129. 


184. — Construction. — Construire, sur un segment de 
droite AB, un segment capable d’un angle donné «a. 
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Be Supposons d’abord « aigu. Soit AMB le segment cherché 
_ etOson centre (fig. 130). Side O on abaisse la perpendicu- 
_ laire Olsur AB, elle partage l’arc AB en deux parties égales 


Fig. 130. — Construction d’un segment capable d’un angle 
donné. 


4 
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' A é . ‘ : ™ 


Pangle (0B a donc méme mesure que l’are BC ou are — 
> aN Za 
- ilest donc égal a l’arigle inscrit AMB =z. L’angle OBI 
est le complément de « puisque le triangle OIB est 
rectangle en I. 
- Dou la construction suivante: au point B on construil 
q une droite BO faisant avec BI langle go’—- (n° 178); on 
 éléve la perpendiculaire au milieu de AB (n° 143). Ces deus 
_ droites se coupent au centre O du cercle cherché, facile a 
tracer. 
_ $i Yangle donné «est obtus, ’arc AMB cherché est plus 
; petit qu’un demi-cercle (fig. 131). Soit alors AM’B le 


oe a 
_ second are sous-entendu par AB: Vangle inscrit AMB a 


g Z 
méme mesure que : arc AM’B; Vangle inscrit AM’B améme 


A 
* 
a 
- 
2 

] 


I 
mesure que = arc AMB. La somme de ces deux angles a 


donc méme mesure qu’un demi-cercle, soit 180°. Ces 
angles sont supplémentaires. L’angle « donné étant obtus, 
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son supplément 6 est aigu et on est ramené au cas préce. 


Fig. 131. 


dent, car il suffit de construire sur AB le segment capable 
de langle 8. 


REMARQUE. — Nous avons démontré, en passant, que, 
dans un quadrilatére AMBM’' inscrit dans un cercle, deus 
angles opposés sont supplémentaires. 


485. — Théoréme. — Le diamétre d'un cercle est la plus 
grande de toutes les cordes. 

Deux cordes inégales sont 
en ordre inverse de leurs dis- 
tances au centre. 


Imaginons, en effet, que 
dans un cercle (fig. 132) une 
corde se déplace paralléle- 
ment a elle-méme. Le milieu 
de la corde restera toujours 
sur le diamétre fixe AB 
perpendiculaire a la direc- 
tion de la vorde. : 

Lorsque la corde passe par le centre 0, on a un dia- 
métre CD. A mesure que la corde s’éloigne du centre, l’arc 
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sous-tendu MBM’ diminue et par suite la corde diminue. 
Puisque arc CBD>are MBM’, 
ona: corde CD > corde MM’. 
Le diamétre est plus grand qu’une corde. 
Soient MM’ et PP’ deux cordes inégalement distantes 
de O: 


OQ<OR. 
Opera: arc MBM'> arc PBP’, 
donc corde MM’ > corde PP’. 


La corde la plus longue est celle qui est la pins rappro- 
chée du centre. 


486. — Tangente. — Soit M un point dun cercle 
(fig. 133). Prenons sur ce cercle un autre point M’, tragons 
la sécante MM’ et 
imaginons que le 
point M’ se déplace 
sur le cercle en se 
rapprochant de M. 
La sécante MM’ 
tournera autour du 
point M et passera 
par des positions 
successives MM”, 
MMU“ etc... telles 
que larcsous-tendu Fig. 133. — Tangente au cercle. 
devienne de _ plus 
en plus petit. A la limite, lorsque le point M’ sera venu 
se confondre avec M, la sécante MM’ occupera une position 
extréme MT qu’on appelle la tangente en M au cercle. 


En d’autres termes: 


La tangente en un point d'un cercle est la limite des posi- 
tions dune sécante passant par ce point, et dont les deux 
points d’intersection avec le cercle se rapprochent indéfi- 
niment jusqu’a se confondre,. 
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Le point de la tangente, suivant lequel les deux points 
d’intersection de la sécante sont venus se confondre, est 
ce qu'on appelle le point de contact. 

La tangente n’a qu’un point commun avec le cercle, qui 


esl son point de contact. 
/ 


187. — Théoréme. — La tangente en un point d'un cercle 
est perpendiculaire au rayon qui aboutit au point de contact. 


Soit, en effet, MM’ une sécante qui coupe le -cercle en 
M et M’ (fig. 134). 

Menons le diamétre MOP du point M. L’angle inscrit 
PM’ a (n° 467) 
méme mesure 
que la moitié de 
VYarc PM’. Lors- 
que le point M’, 
en décrivant le 
cercle, vient se 
confondre avec 
M, la droite MM’ 
a pour limite la 
tangente MT; 


eS 
angle PMM’ a 
a 
pour limite langle PMT et sa mesure ~ arc PM’ a pour 


Fig 134, 


ans 
limite : ~ demi-cercle MM’P. L’angle PMT a donc méme 


mesure qu’un demi-demi-cercle ou qu’un quadrant ; il est 
done droit. 


RemMargue. — Au lieu de faire pivoter la sécante autour 
d'un point M on peut supposer qu'elle se déplace paralléle- 
ment a elle-méme. 5 ‘ 

Supposons, en effet, que la corde MM’ (fig. 135) se 
déplace parallélement A elle-méme de fagon que sa dis- 
tance OP au centre augmente, la corde (n° 485) diminuera, 


_ point d’un cercle. 


LE CERCLE. 409 


_ Le point P décrit le diamétre AB qui partage en deux par- 
ties égales les cordes MM’, Lorsque P se rapproche de A, 
_les deux points M et M’ se 
rapprochent et la corde 
MM’ tend vers zéro. A la li- 
~ mite, lorsque P est al’extré- 
mité A du diamétre, les 
- deux points M et M’ sont 
- tous deux confondus en A, 
‘la sécante est devenue la 
tangente AT qui est per- 
pendiculaire en A sur le 
rayon OA. 


488. —Remarque. — Le 
théoréme du n° 467 s’applique évidemment encore lorsque 
Yun des cotés de langle inscrit est tangent au cercle ; 
car ce cas nest que le cas-limite du cas général. Ainsi 
Vangle MMT (fig. 134) a méme 
mesure que la moitié de Vare 
_ MM’compris entre ses colés. 


489. — Construction. — 
_ Construire la tangente en un 


Il suffit de construire la per- 
_ pendiculaire, en ce point, au 


rayon qui y aboutit (n° 144). Fig. 136. — Construction du cercle 
; circonscrit a un triangle. 


490.— Construction. — Par 
trois points non en ligne droite on peut faire passer un 
cercle et un seul, Construire ce cercle. 


Supposons le probléme résolu et soit O le centre d’un 

cercle passant par trois points A,B,C, non en ligne droite 
(fig. 136). Les trois rayons OA, OB, OC, sont égaux. Par 
suite, puisque OA = OB, le point O est silué (n° 140) sur la 
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perpendiculaire au milieu H de AB. Ce méme, puisque 
OB=OC, le point O estsur la perpendiculaire au milieu K 
de BC. Done, s’il existe un cercle passant par A,B, C, on 
obtient son centre par la construction suivante: 

On éléve les perpendiculaires (n° 143) aux milieux H et K 
des cotés AB et BC. Ces perpendiculaires se coupent en un 
point O qui est le centre du cercle cherché. 

En effet, O étant sur la perpendiculaire au milieu de AB, 
ona: 

OA = OB: 


De méme, O étant sur la perpendiculaire au milieu 
de BC, ona: 
OB=—OGs 


Les trois segments OA, OB, OC sont donc égaux et le 
cercle décrit de O comme centre avec OA pour rayon 
passe par B et C. C’est d’ailleurs le sew. 


191. — Conséquence. — Les perpendiculaires élevées aux 

milieux des cétés d’un triangle concourent en un méme point 
qui est le centre du cercle cireonserit a ce triangle. 
_ En effet, soit O le point d'intersection des perpendicu-— 
laires élevées aux milieux H et K des cétés AB et BC du 
triangle ABC (fig. 136). Le point O est a égale distance des 
trois sommets A,B,C, on a donc: 


OA=0C 
et par suite O est aussi situé surla perpendiculaire élevée 
au milieu P de AC. 


192. — Corollaire. — Deux cercles ne peuvent Pas se cou- 
per en plus de deux points, 


Car par trois points il ne passe qu’un cercle. 
493. — Théoréme. — Lorsque deux cercles se coupent, la _ 


droite qui joint les centres est perpendiculaire au milieu de 
la corde commune. 
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En effet, la droite OO’ qui joint les centres (fig. 137) est 
(n°? 484) un axe de sy- 
métrie commun aux 
deux cercles; les deux 
points d intersection 
A et A’ sont donc 
symétriques par rap- 
port a OO’. 


494. — Positions 
relatives de deux Fig. 137.—Points d'intersecti onde deux cercles, 
cercles. — Deux - 
cercles peuvent avoir l’un par rapport a l’autre cing posi- 


tions relatives. 

ao. Les ‘deux 
cercles peuvent | 
étre extérieurs. 
c’est-a- dire 
(fig. 138) que 
tout point de 
Yun est exté- 


_rieur a autre. 

Dans ce cas, 
la distance des centres est plus grande quela somme des rayons. 

Cest évident sur la 
figure; carOO’ est égale 
aOA+O0'A’ augmentée 
de AA’. 

2° Les deux cercles 
peuvent €étre tangents 
extérieurement, c’est- 
a-dire (fig. 139) n’a- 
voir qu’un point com- 
mun A et tous les 
autres points de lun 4a lextéricur de lautre. 


Fig. 138. — Cercles extérieurs. 


Fig. 139. —Cercles tangents extérieurement, 


. 
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Le point commun unique A, dit point de contact, est — 
nécessairement sur la droite OO’ des centres qui est un 
axe de symétrie. 

La perpendiculaire AT en A sur OO’ est tangente a /a 
fois aux deux cercles 
puisqu’elle est perpen- 
diculaire aux rayons OA 
et O’A. 

Dans ce cas, la dis- 
tance des centres est égale 
ad la somme des rayons: 


00'= OA + O'A. 
Fig. 140. — Cercles sécants. a8 Foe 


deux cercles 
peuvent étre .sécants, c’est-a-dire avoir deux points com- 
muns A et A’ (fig. 140). 
Dans ce cas, la distance des centres est plus petite que la 
somme des rayons, mais plus 
T grande que leur différence. 

Car dans le triangle OAO’ 

on a (n* 456 et 158) : 


OA— 0’A<00' <OA+ OYA. 


A 4° Les deux cercles peuvent 
étre tangents intérieurement; 
c’est-a-dire que tous les points 
de lun peuvent étre a linté- 

__.__ Yieur de l’autre, sauf un point 
Fig. 14x. — SE eres intérieu- qui est-commun (fig. 141), 
Ce point commun unique 

A, dit point {de contact, est nécessairement situé sur la 
droite des centres OO’ qui est un axe de symétrie 
commun. 

La perpendiculaire AT en A a la droite OO’ est tangente 
a la fois aux deux cercles. 


_ gauche 4 droite ou de 
- droite a gauche. 


‘— Mener d'un point 
_ extérieur a un cercle des 
_ tangentes a ce cercle. 


men IT au cercle O et 
passant par ‘A. L’angle fig. 143. — Construction des tangentes issues 


Tas 
OTA (n° 487) étant droit 
le cercle décrit sur OA comme-diamétre (n° 169) passe par T. 
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Dans ce cas, /a distance des centres est égale a la différence 


des rayons. 


‘00’=O0A—O’A. 


5° L’un des cercles peut étre 
intérieur a l'autre (fig. 142). A 
Dans ce cas, la distance des 
centres est plus petite que la 
différence des rayons. 
Car OO’ est égal 4 la diffé- _ Sis hea 
eee ONO ainince Fig, 142. — Serpe seas aun 
e 3 


195. — Résumeé. — Désignons par d la distance des cen- 
tres et par R et R’ les rayons des deux cercles. Ona: 


extérieurs 8 OGL Sk Soe 
tangents extérieurement: d=R-+ RB; 
Cercles sécants > R—RW<d<R+R; 


tangents intérieurement: d—=R —R’; 
Vun intérieur & Vautre : d< R —R’. 


Lesréciproques sont vraies etse démontrent par]’absurde. 
En d’autres termes, on peut lire le tableau ci-dessus de 


496.— Construction. 


Soit AT une tangente 


d'un point a un cercle. 


D’ot la construction suivante (fig. 143): 


*) i 8 
Bourret, — ELEMENTS DE GkOM. 
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Sur OA comme diamétre, on décrit wn cercle qui coupe le 
cercle donné en deux points T et T’. 

Les droites AT et AT’ sont les tangentes cherchées. 

La figure entiére étant symétrique par rapport a OA 
les tangentes AT et AT’ sont égales. 


497!. — Tangentes communes a deux cercles. — 
Etant donnés deux cercles, il peut exister une droite tan- 
gente ala fois & ces deux cercles, cette droite est alors 
une tangente commune. 

1° Si les deux cercles (fig. 144) sont situés dun méme 
coté de la tangente, elle est dite tangente commune exté- 
rieure. 

2° Si les deux cercles (fig. 145)sont situés de part et 
d’autre de la tangente, elle est dite tangente commune in- 
térieure. 


498. Construction. — Construire les tangentes com- 
munes a deux cercles. 


1° Tangentes communes eatériewres. — Supposons le pro- 


Fig. 144. — Construction des tangentes communes extérieures 4 deux cercles. 


bléme résolu et soit AA’ une tangente commune extérieure | 
touchant les cercles de centres O et O’ en A et A’. Les 
rayons OA et O’A’ sont paralléles, car ils sont tous deux 
perpendiculaires sur AA’. 


4. Réserver les n° 235 4 237 pour la classe de Troisiéme A. 
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Si done on fait exécuter a O’A’ une translation de glis- 
siére A’A, de fagon que A’ vienne en A, le point O’ vien- 
dra en un point B de OA, les segments O’A’ et BA sont 
égauaz et de méme sens (n°64). On a donc: 


OB= 0A — AB=0A — 0’A’=>R—R’, 


R et R’ étant les rayons des cercles. Or, O’B étant paral- 
_ jéle a AA’ est perpendiculaire a OB et, par suite, tangente 
au cercle décrit de O comme centre avec OB pour rayon. 

D’ot la construction : 

De O comme centre, avec la différence R— R’ des rayons des" 
deux cercles comme rayon, on trace un cercle. De O' on mene 
les tangentes O'B et O'C a ce cercle. Les rayons OB et OC pro- 
longés coupent le cercle O en A et D. 

Les tangentes communes cherchées sont les paralléles AA’ 
et DD’ menées par A et D a O'B et O'C. 

Pour que la construction soit possible il faut que O’ soit extérieur 
au cercle auxiliaire, c’est-d-dire que 

00’ > Rk —R’; 
cela revient 4 dire (n° 495) que l’un des cercles n’est pas intérieur A 
autre. 

2° Tangentes communes intérieures. — Soit AA’ une tan- 
gente commune intérieure qui touche les cercles O et O’ en 
A et A’ (fig. 145). 

Les rayons OA et O’A’ sont paralléles, mais de sens con- 
traires. Une translation qui améne A’ en A, améne O’ en B 
sur le prolongement de OA. Les segments AB et A’O’sont 
paralléles et de méme sens et, par suite, 


OB=0A + AB—OA +0/A’=R+R’. 


La droite O’B est tangente au cercle décrit de O comme 
centre avec la somme R-+ R’ des rayons des deux cercles 
pour rayon. 

D’ou la construction : 

De O comme centre, avec la somme R-+ R' des rayons des 
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deux cercles, comme rayon, on décrit un cercle auciliaire, 
auquel on méne de O! les tangentes O'B et O'C. Les rayons 
OB et OC coupent le cercle 0 en A et D. Les tangentes cher- 
chées sont les naralléles @ O'B et O'C menées par A et D. 


Fig. 145. — Construction des tangentes communes intérieures 4 deux cercles. 


Pour que la construction soit possible il faut que O' soit extérieur 
au cercle auxiliaire, c’est-a-dire que 


00’ >R+R; 
ce qui exprime (n° 495) que les cercles sont extérieurs. 

499. — Remargug. — Quand les cercles sont tangents 
extérieurement (fig. 139), il n’y a quw’une tangente com- 
mune intérieure AT. 

Quand les cercles sont tangents intérieurement (fig. 141), 
il n’y a pas de tangente commune intérieure et une seule 
tangente commune extérieure AT. 


¢4.— Cas Wégalité des triangles. 


200. — Triangles. — Dans un triangle quelconque il y — 
a six éléments : trois angles et trois cétés. 

Les trois angles ne sont pas indépendants car (n° 448) deur - 
somme est égale a deux angles droits, ou 180°. Il en résulte 
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que, dés qu’on connait deux angles, on connait le troi- 
siéme qui est le supplément de la somme des deux autres. 
Les trois cétés sont indépendants. Toutefois : lun quel- 
conque dentre eux est plus petit que la somme des deux 
autres (n° 156) et plus grand que leur difference (n° 158). 
Nous allons montrer qu'un triangle est déterminé dés 
qu'on connait trois de ses éléments dont au moins un cété, 


 cest-a-dire qu’on sait construire ce triangle. 


201. — Théoréme. — PREMIER CAS D’EGALITE. — Deux 
triangles sont égaux lorsqu’ils ont un coté égal adjacent a 
deux angles égaux chacun a chacun. 

Soient, en effet, deux triangles ABC et A’B’C’ (fig. 146). 
Par hypothése on a: 

BG BG 
LES Ye. ia a 
ASB CABG b CAS==BCAt 
Transportons le triangle A’B’C’ sur le triangle ABC de 


A A’ 


B C B’ Cc’ 


Fig. 146. — Triangles égarx. 


facon que le cété B/C’ voincide avec son égal BC, B’ étant 
en B et C’ en U, et de facon que le sommet A’ tombe du 
méme cdté de BC que A. A cause de l’égalité des angles 


CBA’ et CBA le cété B’A’ prendra la direction BA, et, de 
Pat 
méme, a cause de l’égalité des angles A’C’B’ et ACB, le 


s cété C’A’ prendra la direction CA. Le point A’, devant ainsi 
se trouver 4 la fois sur BA et CA, tombera sur leur point 
- dintersection A, et les deux triangles coincident. 
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202. — Corollaire. — II n'y a qu’un seul triangle ayant 
un c6té donné adjacent 4 deux angles donnés. 


203. — Construction. — Construire un triangle connais- 
sant un cété et les deux angles adjacents. 


Soient (fig. 147) / la longueur-du coté donné, « ef 6 les 
deux angles. Tragons un segment AB égal al. Par A me- 
nons (n°478) une semi-droite AC faisant avec AB langle « ; 


Fig. 147. — Construction d'un triangle. — Premier cas. 


puis, par B, une semi-droite BC, faisant avec BA, du méme 
coté que AC, langle 8. Le triangle est construit. 


204. — Théoréme. — Srconp cas D’EGALITE. — Deux 
C’ Cc 
A’ B’ A B 


Fig. 148. — Triangles égaux. 


triangles sont égaux lorsqu’ils ont un angle égal compris 
entre deux cétés égaux chacun a chacun. 


Soient ABC, A’B’C’, deux triangles (fig.148). Par hypo- 
these ona: 
oo~ Aw 
BIC BAC: 
ACB re ABC: ACh AG) 
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Portons le triangle A’B’C’ sur ‘le triangle ABC de facon 
que le cété A’B’ coincide avec son égal AB, A’ étant en A, 
Boen B eb C’ du meme cété tere AB que C. A cause de l’éga- 
lité des angles BNC! et BAC, A’C’ prendra la direction AC 
et, comme A’C’= AC, le point C’ tombera en C. Dés lors, 
les deux triangles coincident, ils sont donc égaux. 


205. — Corollaire. — Il n’y a qu’un triangle ayant un 
angle donné compris entre deux cétés donnés. 


206. — Construction. — Construire un triangle con- 
naissant un angle et les deux cdétés qui le comprennent. 

Soient « langle donné (fig. 149), / et m les deux lon- 
gueurs données. 

Construisons d’abord un segment AB égal a /; puis 


Fig. 149. — Construction d’un triangle. — Seconda cas, 


par A menons une semi-droite AC faisant avec AB langle 
donné «(n° 478); enfin, prenons sur cette semi-droite la lon- 
cueur AC égale 4 m. Il suffit de joindre BC pour avoir le 
triangle cherché. 


207. — Théoréme. — TROISIEME CAS D’EGALITE. — Deux 
triangles sont égaux lorsqu’ils ont les trois cétés égaux cha- 
cun a chacun. 

Soient ABC et A’B’C’ deux triangles (fig. 150). Par hypo- 
thése ona: 


ABs AB JA‘G = AC, BCs BC; 
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Transportons le triangle A’B’C’ sur le triangle ABC de 
facon que le cété B/C’ vienne coincider avec son égal BC, 


B’ étant en B, C’ en C et A’ tombant en A” de l’autre cété 
de BC que A. 


En vertu de ’hypothése on a: 
BAS BAY CA wun 


Les points B et C sont done équidistants de A et A” et, 
par suite, la droite BC est perpendiculaire au milieu de 
AA”. Les deux triangles ABC et A” BC sont symetriques par 


A AN 
B wae € B. Cs 
Bt 1 / > 
SN ; y es 
We na 
Say 
A’ 


Fig. 150. — Triangles égaux. 


rapport a BC, donc (inversement) égaua. Il en est de méme 
de ABC et A’B’C’ qui est identique a A” BC. 


208. — Corollaire. — IJ] n’existe qu’un triangle ayant 
trois cétés donnés. ; 


209. — Construction. — Construire un triangle connais- 
sant les trois cétés. 


Soient a,b,c (fig. 151) les trois longueurs données. Sup- 
posons que a soit la plus grande des trois. Tragons d’abord 
un segment BC égal a a. Puis, de B comme centre avec c 
pour rayon et de C comme centre avec b pour rayon,tracons 
deux cercles qui se coupent en A et A’. Le triangle ABC 
est le triangle cherché. 

Le triangle A’BC répondrait aussi ala question, mais il 
est inversement égal au triangle ABC. 


js 
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Pour que {a construction soit possible il faut que les deux cercles se 
coupent. Il faut done que la distance des centres BG =a soit comprise 
entre la somme 6 + ¢ et la différence b — c¢ des rayons (n° 233). 
_ Comme nous supposons que a est la plus grande des trois longueurs, 


Fig, 151. — Construction d’un triangle. — Troisiéme cas. 


elle est ccrtainement plus grande que b—c. La seule condition est 
done 


a<b-e. 


Il faut donc et il 'suffit que la plus grande des trois longueurs 
soit plus pelite que la somme des deux autres. 

Cette condition était  prévoir, puisque,dans un triangle, un coté est 
plus petit que la somme des deux autres (n° 156). 


210. — Théoréme'.— Quand deux triangles ont deux cétés 
égaux chacun achacun,si les angles compris sont inégaux, les 
cétés opposés le sont aussi, et au plus grand angle est opposé 
' le plus grand cété. 


Soient ABC et A’B’C’ deux triangles tels que 
E A'B'== AB; A'Ci= AC 
et 
aN ae 
CAB > C’A'B’. 
Transportons le triangle A’C’B’ sur ACB, de fagon que 


A’ tombe en A, A’B’ coincide avec son égal AB et que 
A’C’ tombe en AD du méme cété de AB que AC. L’angle 


1. Réserver ce numéro pour la classe de Troisitme A; et pour la Troisiéme 
Année des Lycées de jeunes filles. 
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DAB esau a CAB’) étant, par hypothése, plus esas: que 
langle CAB, AD tombe al’ Bere de l’angle CAB. 
La bissectrice AE de l’angle CAD est (n° 433) un axe de 


C 


Fig. 152. 


symétrie pour cet angle. Donec CE=ED comme symé- 
triques. Or, dans le triangle DEB, ona: 
DB<BE+ED 
ou, en remplacant ED par son égal EC, 
DB<BE+EC=BC, 
B’C’< BC. 
Réciproquement si B’C’ est plus petit que BC, on a - 
we ton 
B‘A'C’< BAC. 
Car si on avait 
ext Hae 
B’A’C’= BAC 
les triangles seraient égaux (n° 207) et si on avait 
aN As 
B’A'C’> BAC 
on aurait, d’aprés le théoréme direct, 
B’C'> BC. 
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B’C’ ne pouvant étre ni égal ni supérieur 4 BC est né- 
cessairement plus petit que BC. 


214. — Triangles rectangles. — Nous savons (n° 419) 
qu’un triangle ne peut pas avoir plus d’un angle droit; il 
est dit rectangle lorsqu’il a un angle droit. Le cété opposé 
a langle droit est appelé Vhypoténuse : c’est le plus grand 
des trois cétés (n° 150). 

Dans un triangle rectangle il y acing éléments variables: 
trois cétés et deux angles aigus. 

Les deux angles aigus sont complémentavres (n° 420). Dés 
qu’on connait l'un on connait l’autre. 

Un triangle rectangle est déterminé dés qu’on en connait 
deux éléments dont au moins un cété, car on a alors un 
triangle dont on connait trozs éléments, a savoir : les deux 
éléments donnés et langle droit. 

Les cas d’égalité des triangles ordinaires s’appliquent 
évidemment aux triangles rectangles. 

Ainsi : deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils ont 
les deux cétés de Vangle droit éqaux chacun a chacun. C’est 
le cas particulier du second cas d’égalité (n° 204) lorsque 
Yangle compris est droit. 

Mais il y a des cas d’égalité, spéciaux aux triangles rec- 
tangles, qui ne sont pas des cas particuliers des précé- 
dents, et que nous allons exposer. 


212. — Théoréme. — Deux triangles rectangles sont 
égaux lorsqu ils ont l’'hypoténuse égale et un angle aigu égal. 


Soient ABC, A’ B’C’ (fig. 153) deux triangles, rectangles 
en A et A’. 
Par hypothése : 
WES Va 
BiCc=— BG el ABCA’ Bi; 


Portons le triangle A’B’C’ sur le triangle ABC de fagon 
que B’C’ coincide avec son égal BC, B’ ctant en B, C’ en 
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C et A’ du méme célé de B’C’ que A. A cause de l’égalité 
pak vax 

des angles A’B’/C’ et ABC, la semi-droite B’A’ prendra la 


Cc: C’ 


A: B A’ B’ 
Fig. 153. — Triangles rectangles égaux. 


direction BA. La droite C’ A’ deviendra alors (C’ étant en 
C) la perpendiculaire abaissée de C sur AB. Comme il n’y 
a qu’une telle perpendiculaire, C’A’ coincidera avec CA. 
Les deux triangles sont done superposables, c’est-a-dire 
égaux. 


243. — Corollaire. — Il n’y a qu'un triangle rectangle 
ayant une hypoténuse et un angle aigu donnés. 


214. — Construction. — Construire un triangle rectangle 
connaissant l’hypoténuse et un angle aigu. 


Soient ala longucur donnée et a l’angle aigu (fig. 154). 


B a C a 


Fig. 154. — Construction d’un triangle rectangle. 


Tragons d’abord un segment BC égal a aet par B menons 
une semi-droite BA faisant avec BC l’angle donné a 
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(n° 478). Pour avoir le triangle rectangle cherché ABC, il 
suffit d’abaisser de C la perpendiculaire CA sur BA 
(n° 442). 


215. — Théoréme. — Deux triangles rectangles sont égaux 
lorsqu’ils ont l'hypoténuse égale et un cété de l'angle droit égal. 


Cc C’ 


A 2 B A’ é 2 B’ 


Fig. 155. — Triangles rectangles égaux. 


Soient ABC, A’B’C’ (fig. 155) deux triangles, rectangles 
-en A et A’. Par -hypothése ona : 


BC’=BC  ,  B’A’=BA. 


Portons le triangle A’B’C’ sur le triangle ABC de facon 
que A’B’ coincide avec son égal AB, A’ étanten A, B’ en 
B, et C’ du méme coté de AB que C. A cause de l’égalité 
des angles C*AB’ et CAB, qui sont droits, A’C’*prendra 
la direction AC. Quanta B’C’ elle devient une oblique issue 
de B, égale a BC; elle s’écarte done également du pied de 
la perpendiculaire A’que BC (n° 452). On a done A’C’=AC 
et le point C’ tombe en C. 

Les deux triangles coincident. 


246. — Corollaire. — II] n’y a qu'un triangle rectangle 
ayant une hypoténuse et un cété de langle droit donnés, 


217. — Construction. — Construire un triangle rec- 
_ tangle connaissant l’hypoténuse et un cétéde l’angle droit. 


Soient a Vhypoténuse et 6 le coté de langle droit 


oS 
(fig. 156). Tragons d’‘abord un angle droit «Ay Sur Ay 
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prenons une longueur AC=6. De C comme centre, avec — 
a comme rayon, décrivons un arc de cercle qui coupe Ax 
en B. Le triangle cherché est ABC. 


a 
t ee ane 
Gi . 
b “ o 
/ Xx 
A ipa 


Fig. 256. — Construction d’un triangle rectangle. 


Pour que la construction soit possible il faut que le cercle coupe la 
droite Ax. Il faut donc que (n° 463) la distance CA = 6 du centre C 
du cercle 4 la droite soit plus petite que le rayon CB = a: 


b= 


C’était & prévoir, car l’hypoténuse a doit étre plus grande que le 
coté b de langle droit. 


218. — Théoréme. — Les bissectrices d'un angle sont le 


lieu géométrique des points équidistants des cdétés de cet 
angle. 


Soient deux droites indéfinies BB’ et CC’ qui se coupent 
en A (fig. 157), etsoient x’a, y’y les bissectrices des quatre 
angles formés autour de A. 

1° Soit M un point de lune de ces bissectrices, Aw par 
exemple. Abaissons de M les perpendiculaires MP et MQ 
sur les cétés AB et AC de langle. 


Les triangles rectangles MAP et MAQ sont égaux comme 
ayant (n° es méme hypoténuse AM et un angle aigu 
égal : PAM=OAM, puisque AM est bissectrice. 

On en conclut : 

MP=MO. 


2° Inversement si M est un point tel que MP=MQ, les. 
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_ deux triangles rectangles AMP et AMQ sont égaux comme 
ayant méme_hypoténuse et un cété de l’angle droit égal, 


Fig. 157. — Lieu des points a égale distance de deux droites. 


(n° 245). Par suite, PAM—QAM; et AM est bissectrice de 
_ Yun des angles formés par les deux droites BB’ et CC’. 


219. — Cercles incrits et exinscrits a un triangle. 
Un cercle est dit inscrit ou exinserit a un triangle lors- 
’ qu'il est tangent aux trois cétés de ce triangle. 

Il est mscrit lorsqu’il est a Vintérieur du_ triangle 
(fig. 158). 

ll est exinscrit lorsqu’il est 4 Yextérieur du triangle. 

220. — Construction. — Gonstruire les cercles inscrits 
et exinscrits a un triangle. 

Soit ABC un triangle et O le centre du cercle inscrit 
(fig. 158), tangent aux cétés BC, AC et AB en D,E et F. 
Les segments de droite OD, OE, OF sont done égaux 
comme rayons d'un méme cercle et, comme ils sont 
perpendiculaires aux cétés, on en conclut que: le point 
O est a égale distance des- trois célés. 

Done : O0E=OD, le point O est a égale distance de AC 
et BC; il est done sur la bissectrice de l’angle BAC ; de 
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méme OF=OD, le point O est a égale distance de BA 
Za 

et BC, il est donc sur la bissectrice de l’angle CBA. 


Le centre O du cercle est donc le point d’intersection 
des bissectrices des ancles B et C du triangle. 


Fig. 158. — Cereles inscrit et exinscrits 4 un triangle. 


ll est @ailleurs également sur la bissectrice del’angle A, 
puisque OE= OF, 


Les trois bissectrices intérieures d'un triangle concourent 
donc en un méme point qui est le centre du cercle inscrit. 


Si lon prend le centre O’ d’un cercle exinscrit, on voit 
aisément qu’il est situé sur une bissectrice intérieure et 
deux bissectrices extérieures du triangle. 
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La bissectrice intérieure d'un angle d’un triangle et les 
deux bissectrices extérieures des autres angles concourent 
en un méme point qui est le centre d'un cercle exinscrit. 

Il y a ainsi ¢trovs cercles exinscrits (fig. 158), de centres 
nO et 0", 

221. — Remarque. — Un probléme dans lequel il faut 
construire un cercle tangent a une droite, n’est compleé- 
_tement résolu que si on construit en outre le point de 
contact du cercle et de la droite. 

C’est ce quia été fait dans la figure 158, ot l’ona abaissé 
de chaque centre des perpendiculaires sur les trois cotés 
du triangle. 


2 5. — Les parallélogrammes. 


222. — Définitions. — Un parallélogramme est un 
quadrilatére dans lequel les deux couples de cétés opposés 
_ sont paralléles. 


Y Z 
E 
Xx T 
E G } Carré. 
Q R 
H P S 
Losange. Fig. 159. Rectangle. 


Un losange est un quadrilatére dont les quatre cétés sont 
- égaux (fig. 159). 
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Un reetangle est un quadrilatére qui a quatre angles 
droits (fig. 159). 

Un earré est un quadrilatére qui a a la fois quatre cotés 
égaux et quatre angles droits (fig. 159). 

On appelle diagonale d'un polygone une droite qui joint 
deux sommets non consécutifs. 


Dans la figure 159, EFGH est un losazge, car les quatre cétés EF, 
FG, GH, HE sont égaux; PQRS est un rectangle, car les quatre angles 
sont droits ; ; enfin XYZT est un carré. 

223. — Théoréme. — Dans un parallélogramme ABCD 

A B (fig. 160) : 
NG wey 1° Deux cétés 
S opposés AB et DC 
sont des segments 


égaux (paralléles) 
et de méme sens. 


i> (nN Car, & cause du 
D 


Cc parallélisme des 
couples de cétés, 
DC coincide avec 
AB par une translation de glissiére DA. 


Fig, 160, — Parallélogramme. 


2° Deux angles opposés sont égaux. 

Car ils ont (n° 410, 2°) les cétés respectivement paral-_ 
léles et de sens contraires. 

3° Les diagonales se coupent en leur milieu. 

Car les segments AB et CD sont égaux, paralléles et de 
sens contraires. Ils sont donc (n° 86) symétriques par rap- 
port au milieu O de la diagonale AC qui joint leurs origi- 
nes. O est donc aussi le milieu de BD. 

Remargug. — Cette démonstration prouve que: 

Le point d’intersection des diagonales d'un parallélogramme 
est un cémtre de symétrie de ce parallélogramme. 

224. — Réciproques. — Un quadrilatére ABCD est un 
parallélogramme (fig. 160): 


1° Si deux cétés opposés AB et DC sont égaux, paralléles et 
de méme sens. * 
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-Car ils se déduisent alors l'un de l’autre par une trans- 
lation dont DA et CB sont des glissiéres qui, par suite, 
sont paralleéles. 

2° S'il est convexe, et si en méme temps les angles opposés 
sont égaux deux a deux. 

Car lasomme des quatre angles étant égale a quatre 
droits, si 

“N Us vaN Aw 

Az=Cet\ B==D; 
la somme des angles A et B vaut la moitié de quatre 
droits, cest-a-dire deux droits. Ces angles étant sup- 
plémentaires, les droites AD et BC sont paralléles (n°410). 

On prouverait de méme que AB et CD sont paralléles. 

3° S'il est convexe, et si en méme temps les cétés opposés 
sont égaux deux a deux. 

Car la diagonale AC partage le quadrilatére en deux 
triangles égaux comme ayant leurs trois cétés égaux : 

AC commun, AB=DC, BC=AD par hypothése. Les 


as wae 

angles alternes internes CAB e ACD étant égaux, les 
droites AB et CD sont paralléles ; B 
de méme AD et BC. 

4° Si les diagonales se coupent 
en leur milieu. 

Car alors les cétés AB et CD 

ont égaux, paralléles et de sens 

contraires comme symétriques A 
par rapport aO. 


225. — Théoréme. — Un 
lJosange est un parallélogramme 
dont les diagonales sont : 
1° Perpendiculaires IT’'une sur 
l'autre ; ; D 
2° Bissectrices des angles oppo- 
sés. 


Le losange ABCD (fig. 161) est un parallélogramme parce 


Fig. 161. — Losange. 


— eee ee ae 


® BURMENTS DE GHOMETRIE. 
Qa est cowmere et que les cdtés oppesés cabk teuans 

De plas, peisgae BA=— BC et DA=—=DC, BD est perper- 
@owhkire aa milien de AC 

Toute Gagunale BD et wr are de Qurdre. 

BD est perpendioalaire sar AC et est kk bissectrice des 
aages Bay. 


a Ses devcuaaies sont perpendioulaires: 

3° Ure Gas Gagonales est NVsveairvce Ges angles dont elle 
Joint les sommes. 

Bn effet, dans les deux cas, puisque les diagonales dun 
paralidlogramme se coupent en leur miller, la condition 
exprime gee Dane des diagonales AD (fig. 162) est un axe 
@e syméine, On a done : 

AB=BG et AD=DC, 
et, comme d ailleurs, 

BG=AD et CD=AB, 
comme odtés opposes dun paralldlogramme, les quatre 
edtés sont dvaux, 


227. — Théoréme. — Un rectangle est un paralldélo- 


A B gramme dont Jes dia- 


gonales sont dgales, 
ie" £ Le rectangle ABCD | 
= 5 (tig. 162) est bien un | 


parallélogramme — 
puisque deux odtés — 


1) c 
: ; opposés, AD et BC 
ED RNS par exemple, sont 
paralidles comme perpendiculaires & un troisidme AB. 


La translation de glissidre AB qui améne AD en BC fait by 


; 
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décrire au milieu F de AD la glissiére FE paralléle 4 AB, 

perpendiculaire commune sur les milieux de AD et BC. 
EF est donc un axe de symétrie pour Ja figure, et les 

diagonales AC et BD sont égales par symétrie. 


228. — Remarour. — Cette démonstration prouve que: 
Un rectangle a deux axes de symétrie qui sont les perpen- 
diculaires élevées au milieu des cétés. 


Ces deux axes se coupent au centre O. 


229. — Réciproque. — Un parallélogramme qui a des 
diagonales égales est un rectangle. 


Car ce parallélogramme admet comme axe de symétrie 


am 
Yune des bissectrices EF de langle BOC formé par les 
diagonales. 


230. — Théoréme. — Un carré est un parallélogramme 
dont les diagonales sont égales, perpendiculaires entre elles 
et bissectrices des angles opposés. 


234. — Réciproque. — Un parallélogramme est un 
carré : 

1° Lorsque les diagonales sont perpendiculaires entre elles 
et égales; 


2° Lorsque les diagonales sont égales et que l'une est bis- 
sectrice des angles dont elle joint les sommets. 


Ces propositions sont des conséquences évidentes des 
précédentes, puisqu’un carré est, a la fois, un losange et 


un rectangle. 


oe 


232. — Définition. — On appelle trapéze un quadrilatére 
ABCD (fig. 163) dans lequel deux cétés opposés AB et CD 
appelés bases sont paralléles. 


Un parallélogramme est un trapéze convexe dont les 
bases sont égales. 
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Lorsque les deux cétés AD et BC sont égaux le trapaze 
est dit zsocéle. Dans ce cas la perpendiculaire au milieu de 
l'une des bases est un axe de symétrie. 


233. — Construction. — Construire un trapéze convexe 
connaissant les quatre cétés. 


Soit ABCD un trapéze convexe (fig. 163). Si on fait subir 


A base B 


D base £ Cc 


Fig. 163. — Trapéze. 


a la plus petite base AB une translation de glissiére AD 
elle vient en DE sur l’autre : 

1° On construit le triangle BEC dont on connait les 
trois cétés, a savoir: 


BE=AD, BC, et EC=DC—AB. 


2° On construit ensuite sans peine le parallélogramme 
ABED. 


¢ 6. — Lieux géométriques. Constructions‘. 


234. — Rappel. — Nous savens qu’un lieu géométrique 
est une ligne dont tous les points (et ceux-la seulement) 
jouissent d’une propriété donnée. 

Tous les points du lieu satisfont & wne condition. 

Précisons cette expression. 

Nous dirons qu’un point vérifie wne condition simple si 
cette condition se traduit par une seule égalité. 


1. Késerver ce paragraphe pour Ja classe de Troisiéme A. 
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_ Ainsi tous les points M d’un cercle de centre O et de 
_ rayon R vérifient wne condition, car, pour que M soit sur le 
cercle il faut et il suffit que, 
OM=R. 


Nous allons d’abord résumer les principaux lieux géomé- 
triques que nous avons appris 4 connaitre. 


235. — Résumé. — 1° Le liew géométrique des points M 
situés a une distance donnée a d’une droite donnée D se com- 
pose de deux droites paralléles a D et équidistantes de D 
(n° 455). : 

L’unique condition est ici, 

Mit=<a. 


2° Le lieu géométrique des points M situés a wne distance 
donnée R d'un point donné O est un cercle de centre O. 


Condition : OM=R. 


p 3°- Le liew géometrique des points M situés a égale distance 
de deux points donnés A et B est la perpendiculaire au milieu 

_ de AB (n° 4139). 

Condition : MA=MB. 


4° Le lieu géométrique des points M situés a égale distance 
de deux droites est l'ensemble des deux bissectrices des angles 
formes par ces droites (n° 248). 

Condition (fig. 154): MP=MQ. 


5° Le lieu géométrique des points M d’ow l'on voit un seg- 
ment donné AB sous un angle droit est le cercle décrit sur AB 
comme diameétre (n° 175). 
oS 
Condition : AMB = 90°. 


6° Le liew géométrique des points M.d’ou l'on voit un seq- 
mentdonné AB sous un angle donné « est l'ensemble des deux seg- 
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ments capables de langle « décrits sur AB comme corde (n°475). 
: TaN 
Condition : AMB=z. 


236. — Méthode des déplacements. — I] ya un grand 
nombre de lieux géométriques qui sont évidents lors- 
qu’on se sert des déplacements élémentaires. 

Pour cela il faut bien se rappeler les faits essentiels des 
déplacements : 


237. — Transtation. — Dans une translation rectiligne 
tous les points de la figure mobile décrivent des droites paral- 
léles (glissiéres) (n°* 44 et 57) et de plus décrivent des segments 
égaucx et de méme sens. 

Inversement : 

Si une figure de forme invariable se meut de facon que 
deux de ses points décrivent des droites paraliléles, la figure 
est animée d’un mouvement de translation rectiligne et, par 
suite, tous ses autres points déertvent des drottes paralléles 
nua précédentes. 

Soient en effet A et B deux points d’une figure invaria- 
ble F (fig. 164) et supposons que A et B décrivent deux 
droites paralléles D et D’. Soient A’ et B’ deux nouvelles 
positions de A et B. ; 

Dans le quadri- 
latére ABB’A’ les 
cétés opposés AA’ 
et BB’ sont paral- 
léles et les cétés 
AB et A’B’ sont 
égaux puisque ce 
sont deux posi- 
tions d’une méme 
droite. 

La figure ABB’A’ 
est done ou un parallélogramme ou un trapéze isocéle. 

Or, il est clair que I'hypothése du trapéze isocéle 


Fig. 164. 
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ABB’A’ est a rejeter, car le point B ne pourrait 
aller de B’ en B” (A’ ne bougeant pas) sans quitter la 
droite D’. 

La droite AB se déplace donc parallélement a elle- 
méme tandis que ses extrémités décrivent les deux glis- 
siéres D et D’. 

La figure F est donc bien animée d’un mouvement de 
translation rectiligne et tout point C décrit une droite. 


238. — Rotation. — Dans un mouvement de rotation 
dans un plan, autour dun point, tous les points d'une figure 
moariable décrivent des cercles concentriques et toutes 
les droites de la figure tournent du méme angle (n° 80). 

Inversement : 

Si deux points dune figure invariable décrivent deux 


_ cercles concentriques, la figure est animée d’un mouvement de 


rotation et, par suite, tous les autres points décrivent des cer- 
cles concentriques aux premers. 


Car si deux points A et B (fig. 165) d’une figure inva- 


Yriable F décrivent deux cercles de méme centre O, le 


triangle AOB dont les trois cotés AB, OA et OB conser- 
vent la méme longueur reste (n° 207) mvariable. Le 


- point O étant fixe, ce triangle et, par suite, la figure F 


lige 8 AB, tournent autour de O. F 


239. — ExemMpLes. — Ces deux Vad B 


mettent, dans bien des cas, de 
_ voir immédiatement les lieux dé- 


remarques trés importantes per- foe 


crits par des points mobiles. 


Ainsi : 

Lorsque deux sommets d’un 
triangle invariable décrivent deux 
droites paralléles, le lieu du troi- 
siéme sommet est une droite paralléle aux premieres. 


Fig. 165. 
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Lorsque deux sommets d’un triangle invariable décri- 
vent un méme cercle, le lieu du troisiéme sommet est un 
cercle concentrique au premier. 


240. — Autres méthodes. — Lorsqu’un déplacement - 
élémentaire ne permet pas de suite de voir le lieu géomeé- 
trique, on essaiera d’autres procédés. 

Avant tout, il faut dabord se rendre compte de la nature du 
lieu. On commencera donc d’abord par construire plusieurs 
points du lieu pour voir expérimentalement quel est le 
lieu. On verra donc, par expérience, si les points du lieu 
sont en ligne droite, s’ils sont sur un cercle ou non. 

Lorsqu’on saura ce que c’est que le lieu, on cherchera 
une démonstration rigoureuse de l’exactitude du fait 
prévu expérimentalement. ~ 

Si le lieu prévu est une droite, on pourra chercher, par 
exemple, 4 prouver que la distance d’un point du lieu a 
une droite fixe est constante, ou encore que la droite qui 
joint un point quelconque du lieu a un point spécial du 
lieu fait un angle constant avec une droite fixe. 

Si le lieu prévu est un cercle, et si on voit facilement la 
position de son centre, on essaiera de prouver que la 
distance d’un point du lieu 4 ce centre est constante, égale 
di une longueur fixe de la figure. 

Si on n’apergoit pas facilement le centre du cercle, 
et qu’on voie deux points A et B dulieu en évidence, on 


; aN 
essaiera de prouver que l’angle AMB est constant. 


241. — Constructions. — Méthode d’intersection des 
lieux géométriques. — Lorsqu’un point d’un plan satis- 
fait & deux conditions, c’est qu'il doit se trouver A la fois 
sur deux lieux géométriques, il est done a leur intersec- 
tion. Il est done déterminé, ce qui veut dire qu'il n’y a 
qu’un ou un nombre limité de points (deux, trois, quatre) 
satisfaisant a ces deux conditions simultanées. 
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_ Siles deux lieux en question sont des droites ou des 
cercles, il suffira de les construire pour avoir les points 
cherchés. 


_ Ceci conduit a la méthode suivante : 


Pour construire un point satisfaisant a deux conditions : 
1° On constrwit le heu géométrique des points satisfarsant 
ala premere condition ; 
2° On construit le lieu géométrique des points satisfaisant 
a la seconde condition. 
_ Tout point satisfaisant, a la fois, aua deux conditions est 
un point d'intersection de ces deux heux. 


Nous avons déja appliqué maintes fois ce procédé. 

Ainsi, construire le cercle circonscrit 4 un triangle ABC (n° 490), 
Bent a trouver un point O (centre du cercle) & égale distance de A, 
Bet C. © 

1° Comme OA= OB, le point O est sur la perpendiculaire au 
milieu de AB (premier lieu) ; 
2° Comme OB= OG, le point O est sur la perpendiculaire au mi- 
lieu de BC (second lieu). 
- Le point O est donc a V’intersection de ces deux perpendiculaires. 


x Exempt : Construire un point situé a la distance a du point A ct 
et a la distance b du point B. 


Soit M le point, il satisfait & deux conditions : 
 Premiére condition : MA=a. 

Donc M est sur le cercle décrit de A comme centre, avec a pour, 
‘rayon (premier lieu). 
_ Deuxiéme condition : MB= b. 
- Donc M est sur le cercle décrit de B comme centre, avec b pour 
rayon (second lieu). 
_ Mest donc un point commun aux deux cercles. 


> 


242. — Constructions. — Méthode analytique. — II 
arrive souvent que la méthode précédente n’est pas appli- 
cable simplement; parce que les lieux géométriques ne 
sont ni des cercles ni des droites. 

D’autre part, on peut avoir 4 construire d’autres ¢lé- 
ments géométriques que des points. 
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On peut alors — et on doit presque toujours — suivre 
la méthode analytique. 


Cette méthode consiste a supposer la construction effectuée 
et a examiner sur la figure, supposée construite, ses pro- 
prietés. 


Par exemple, lorsque nous avons voulu construire une tangente 
issue d’un point 4 un cercle, nous avons supposé le probleme résolu. 
Examinant alors la figure (n° 496), nous avons vu que le rayon OT 
qui aboutit au point de contact, étant perpendiculaire sur la tangente 


AT, Vangle OTA est droit et, par suite, que T se trouve sur le cercle 
décrit sur OA comme diamétre. 

D’ailleurs cette construction se rattache aussi 4 la précédente, car 
le point T de contact est intersection de deux lieux. 


EXERCICES PRATIQUES 


ae) 
= 


74. Découper un triangle n’ayant que des angles aigus, l’appliquer en 
ABC, sur une feuille de papier, puis lui faire faire un demi-tour autour de 
BC pour amener A en A’; reprendre ABC, le faire tourner autour de CA 
pour amener B en B’; amener de méme C en C’. 

Recommencer l’opération avec deux autres triangles, dont l'un a un 
angle droit, Vautre un angle obtus. | 

Vérifier chaque fois que AA’, BB’, CC’, sont perpendiculaires aux cdtés 
du triangle, et qu’elles passent par un méme point H, intérieur au triangle 
dans le premier cas, extérieur dans le troisiéme, confondu avee un som- 
met dans le second, | 

Prendre les symétriques H,, Hg, H; de ce point H par rapport 4 BC, CA, 
AB, élever aux milieuxde AB et de BC des. perpendiculaires qui se coupent- 
en QO, et vérifier que le cercle de centre 0 et de rayon OA passe par 
A,B, C, Hy, He, Hs. 

72. Construire un rectangle ABCD dans lequel AB=60, AD=29; 
prendre son symétrique AB’ CD’ par rapport a AC, puis le symétrique 
A” B’ GC" D’ de AB’ CD’ par rapport a B’ D’. Vérifier que AC, DB, D’/ B’ et 
A” G” sont égales et concourent au méme point, centre d’un cercle passant 
par A, B,C, D, BY, CG’, A” ct GC”: 

73. Construire un quadrilatére convexe ABCD, dont les angles opposés: 
A et C sont droits; AB=30;-AD = 4o; le triangle BCD est isocéle. f 


EXERCICES, 4M 


_ Proionger DA en AE, de maniére que AE — 22,5; mener par E la paral- 
Tele XY a DB, et construire la figure symetrique de ABCD par rapport 
a XY. On commencera par déterminer le symétrique du point B, et on 
achevera la figure en ne se servant que de la régle et de équerre. 

- 74. Tracer un cercle 0 de 30 de rayon, mener un diamétre AOD, élever 
au milieu de OD une perpendiculaire qui détermine Ja corde BC. Figurer 
les symétriques du cercle O par rapport aux trois cdtés du triangle ABC 


EXERCICES THEORIQUES. 


§ 4. 


75. Deux triangles égaux étant disposés arbitrairement dans un méme 
plan, démontrer qu on peut les mettre en coincidence en rendant paralléles 
deux cotés égaux, par une rotation de l'un d’eux autour d’un sommeét, puis 
‘en employant unc translation, suivie peut-étre d’une symétrie par rapport a 
une droite. 

Quelle doit étre lespéce de ces triangles égaux pour que cette derniére 
‘symétrie soit inutile dans tous les cas? 


2a 


HES 
- 76. Tout point M pris sur la bissectrice d’un angle XOY est également 
distant de deux points A et B pris l’un sur OX, l'autre sur OY, et tels que 
“OA = OB. 


TAX. 
77. On donne un angle XOY et sa bissectrice OD; on prend deux 
points quelconques A et B symétriques par rapport a OD. Démontrer que 
les perpendiculaires abaissées de A et B sur OX et OY sont égales, 


: aN 
78. Etant donné un angle XO Y, on prend sur 0X deux longueurs quel- 
conques OA et OB, et sur OY deux longueurs 0A’, OB’ respectivement 
égales aQA et OB. nse shes que les droites AB’ et A’B se coupent sur 


la bissectrice de l’angle Yor OY. 

79. Si, dans un triangle rectangle, l’un des pales aigus est double de 
Yautre, l’hypoténuse est double du plus petit cote. 
~ 80. Deux cordes d’un cercle également inclinées sur le diamétre qui 
‘passe par leur point de concours sont égales. 
~ 84. On prend dans un méme cercle deux cordes égales AB et CD. Mon- 
trer que les droites AC et BD se coupent sur le méme diamétre que les 
‘droites AB et CD. 

82. Etant donnés deux points M et N d’un méme cété d’une droite AB, 
trouver sur cette droite un point O tel que les droites MO et NO fassent 
des angles égaux avec la droite AB. 

83. Un rayon lumineux tombe sur une droite (miroir) mobile autour du 
point dincidence. Montrer que le rayon réfléchi tourne d'un angle double 
de langle de rotation de la droite. 

— 84. Dun point A comme centre, pris 4 l’intérieur d’un cerele O sur le 
diamétre EC, on décrit un second cercle avec AO pour rayon. Il coupe le 


: 
= 
P 
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premier ea un point B we) l’on joint a A; BA rencontre Ses cercle 0 en D. 


Démontrer que langle 608 est égal au triple de langle Boe. 
85: On prolonge une corde AB d'un cercle d'une longueur BC égale au 


aS 
rayon, et l’on trace Je diamétre COE. Prouver que l’angle BOC est le tiers 


LOS 
de Vangle KOA. 

86. Par un point quelconque M de la base BC d'un triangle isocéle ABC 
entre B et C, on méne des paralléles aux cétés égaux. Démontrer que le 
périmétre du parallélogramme obtenu est constant, quel que soit M. 

87. On donne une droite AB et aux points A et B on construit des 
semi-droites AX et BY, d'un méme cété de AB, de maniére que les angles 


Dee 
XAB et YBA soient égaux; sur AX et BY on porte les longueurs égales | 

AC et BD. Démontrer que CD est paralléle a AB. 

88. On considére un triangle ABC dans lequel langle B est aigu et 
double de l’angle C. On trace la hauteur AD et on porte, a partir de B sur 
AB et dans le sens AB, une longueur BE=BD. La droite ED rencontre | 
AC en F. On demande de démontrer : 

1° Que les triangles ABC et EAF ont leurs angles égaux chacun a cha- 
cun; 

2° Que le point F est & égale distance des trois points A, D, C; 

3° Que le cdté AB du triangle est égal a la différence DC — DB. 

Mener et prolonger la bissectrice de l’'angle B, et construire le rectangle ADCH. 


89. Licu géométrique des centres des cercles passant par deux points. 

90. Construire un triangle isocéle, connaissant la base et la hauteur. 

94. Construire un carré connaissant sa diagonale. 

92. Construire un triangle isocéle, connaissant l'un des angles égaux, | 
et la somme de la base et de l'un des cétés égaux. 


EXERCICES PRATIQUES 


§ 2. 


93. Construire plusieurs points, situés & 30 millimétres d'une droite: 
donnée XY; vérifier que tous ces points appartiennent a l'une ou 4 l'autre } 
de deux droites paralléles a XY. } 

94. Tracer deux droites indéfinies qui se coupent sous un. angle de 
6o degrés, déterminer les quatre points qui sont 4 20 millimétres de chacune : 
de ces droites, et vérifier que chaque point appartient a la bissectrice de} 
l'un des angles formés par les deux droites. 

95. Construire un quadrilatére convexe quelconque; comparer la somme. 
des longueurs de deux cdtés opposés avec la somme des longueurs des dia-- 
gonales | 

96. Construire un cercle de 30 millimétres de rayon; mener une per=. 
pendiculaire a l’extrémité A du rayon 0A; prendre, sur cette pexpendicgs 


| 
1 


eg 


Te 
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laire, une longueur AB égale 4 30 millimetres. ‘Distinguer par le trait sur 
le cercle les points qui sont plus prés de B que de A. 


97. Construire un angle Kox de 45 degrés; sur un cdté, prendre dans 
le méme sens les Jongueurs OA et OB, égales respectivement 4 40 et 
4 15 millimetres; construire le symétrique A’ de A par rapport a OX; 
mener la droite BA’ qui coupe OX en M. é 

Marquer sur OX, prolongée au besoin, les points P et Q, 430 millimétres 
de chaque cété de M, et comparer les chemins BQ-++QA, BO+ 04, 
BM+MA,BP+PA. 


EXERCICES THEORIQUES. 


§ 2. . 

98. Dans un triangle, chaque médiane est équidistante des deux sommets 
qu'elle ne contient pas. 

99. Mener par un point donné A une droite qui passe a égale distance de 
deux points donnés B et C. 

100. Construire sur une droite un point équidistant de deux points donnés. 

404. Trouver sur un cercle deux points a égale distance d’un point 
donné. 

402. Si par les sommets d’un parallélogramme on méne des paralléles a 
une direction quelconque, la distance de deux paralléles passant par les 
extrémités d’un cdlé est égale a la distance des deux autres. 

403. Lieu géométrique du milieu de la distance entre un point fixe et 

un point variable sur une droite fixe. : 

404. Trouver le lieu géométrique des milieux des sécantes comprises 
entre deux droites paralléles. 

405. On donne un quart de cercle de centre O, limité par les rayons OA 
et OB; mener par A une droite coupant Je cercle en Met OB en P, de 
fagon que MP=OA. 


406. Etant donné un angle (OY, trouver sur OY un point M tel que si 

MP est la perpendiculaire abaissée de M sur 0X on ait : 
; OM+MP=2 
1 étant une longueur donnée. 

407. Etant donnés dans un plan une droite XY et deux points A et B 
dun méme cété de cette droite, trouver sur XY un point M tel que la 
somme MA + MB soit la plus petite possible. 

408. Par le sommet A d’un triangle ABC, on méne une droite indéfinie XY 
perpendiculaire 4 la bissectrice de langle A. Démontrer qu’en joignant un 
point M quelconque de XY aux points B et C, on forme un triangle MBC 
de périmétre plus grand que le périmétre de ABC. 

409. Ktant donnés dans un plan une droite XY et deux points A ct Bd’un 
méme coté de cette droite, trouver sur XY un point Mtel que la différence 
MA — MB soit la plus grande possible. 
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440. Une rividre dont le cours est rectiligne passe entre deux localités 
A et B. En quel endroit doit-on construire un pont sur la rivicre pour que 
le chemin parcouru pour aller de A en B en passant sur le pont soit le 
plus court possible? : 

444. La somme des distances des trois sommets d'un triangle & un point 
intérieur est comprise entre le périmétre et le demi-périmétre du triangle. 

442. Dans un triangle, au plus grand cdté correspond la plus petite 
médiane. 

On sait que les trois médianes passent par un méme point, situé aux deux tiers 
de la longueur de chacune d’elles & partir du sommet. 


443. On donne trois droites OX, OY, OZ telles que les angles XOY, YOZ 
‘ wo 
soient égaux & : dangle droit. Par un point M pris dans langle XOY, on 
abaisse des perpendiculaires MP, MQ, MR sur ces trois droites. Démontrer 
que Vona : 
M? +- MQ= MR. 


444. Trouver sur la droite AB un point équidistant d'un point donné A 
et dune droite donnée BC. 


EXERCICES PRATIQUES. 


3. 


SL 


445. Marquer deux points fixes A et By couper une feuille mince suivant deux 
droites se rencontrant en m sous un angle queleonque. Placer ‘cet angle 
pour qu'un cdté passe en A, Pautre en B, et marquer la position M que 
prend mj; cela est possible d'une infinité de maniéres, et on trouve une 
finite de points M, Verifier que leur lieu se compose de deux ares de 


cerele passant en A et B, et symétriques par rapport & AB; que si Von | 


prend sur l'autre are AB du méme cercle un point quelconque N, langle 


Fs oe 
ANB est le supplément de AMB, 

446. Tracer un cercle de 5o de rayon; d'un point A du cercle, avec 
Go de rayon, décrire un are qui coupe te cercle en By, et Bg. On a ainsi 
2 cordes de Go millimetres. Marquer leurs milieux. Répéter cette construc- 
tion pour un grand nombre de points tels que A, et vérifier que le lieu 
des milieux des cordes égales est un cercle de 40 de rayon, tangent a 
toutes ces cordes. Marquer un point & 48 millimétres du centre, et tracer 
par ce point une sécante qui détermine dans le cercle donné une corde de 
60 millimétres, 

447. Construire un cercle de 36 de rayon; par un point A, du cercle 
mener fa tangente, soit comme perpendiculaire au rayon, soit de préférence 
comme paralldle & la corde PQ qui joindrait les extrémités des ares égaux 
A,P et A,Q, dailleurs arbitraires; porter de chaque cdté de A, sur la 
tangente les longueurs A,B == AyE = 36, Du point B. mener la seconde 


ente, et déterminer son contact A, en ne se servant que du compas et 
en ne tracant qu'une seule ligne; méme opération pour avoir la seconde 
tangente EA, issue de E. Prolonger BA, et EA, de A,C— AD — 36. Véiri- 
fier que CD est tangente au cercle, et que BODE est un carré; trouver 
simplement le pomt de contact A, de CD. 

448. Construire un triangle ABC, dans lequel AB—60, AC=100, 
ngie A— 120°; tracer Jes 3 hanteurs AA’, BB’, CC’, et verifier qu'elles 


A); que le cercle décrit sur chaque cité comme diamétre passe par 
les pieds des hauteurs issues des extrémités de ce Wté; et que le cerce 
décrit sur chaque droite AH, BH, CH, comme diamétre passe par Jes pieds 
de 2 hauteurs. 

449. Construire un quadrilatére convexe ABCD, dans lequel AB— 24, 
BC —20, angle A—105°, angle B—120°, angle C— 75°. Vérifier que 
4 Fangle D a 60°, et que le cercle O qui passe par A, B, D, passe aussi 
Cc: 

420. Construire par A, B,C,D les tangentes au cercle O (exercice 149) 
pour avoir un nouveau quadrilatére convexe A’B’C'D’. 

AB et CD se coupent en E, AD et BC en F, A’R’ et CD’ en B’, AD’ ct 
BC’ en F’; verifier que E, F, E’, F’ sont sur une méme ligne droite A; que 
“AC, BD, A’C’, BD’ passent par un méme point P; que OP est perpendicu- 
aire a A: que A’B’ + CD’ = A'D/+ BU’; et que les bissectrices des 


a Pa ia i 
angles AED. DFC sont rectangulaires. 


EXERCICES THEORIQUES. 


g 3. 


_ 424. D’un point A, extérieur 4 un cercle de centre 0, on méne une fan- 
gente AB 4 ce cercle; sur AG, on prend, dans un sens ou dans l'autre, 
AC=AB. et on trace BC qui coupe le cercle en D. Démontrer que OD 

est perpendiculaire sur OA. 
_ 422. Un prolonge Je diamétre AB d’un cercle O d'une longueur BC, 
€gale au rayon du cercle. On méne Ja tangente au cercle au point B, et 
ar un point quelconque M de ceite tangente, on méne Ja seconde tangente 


. “™ ay 
1B au cercle. Démontrer que angle BMC est le tiers de langle DMC. 
~ 423. Etant donnés un cercle O et un diamétre AB, trouver sur ce dia- 
métre un point M tel que sil’on mine les tangentes MC et MD, le triangle 
formé par ces tangentes et la corde de contact CD) soit équilatéral. 
424. Lieu géométrique des centres des cercles tangents en un point donné 
4 une droite ou 4 un cercle donné. 
125. Hien géométrique des centres des cercles tangents 4 deux droites 
426. ‘Liew géométrique du centre d'un cercle de rayon donné tangent 4 
ine droite donnée. 


Bovrter. — Eséuents pe cfou. 40 
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t par un méme point H (extérieur an triangle 4 cause de Vangle_ 
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427. Lieu géométrique du centre d’un cercle de rayon donné tangent a — 
un cercle donné. 

428. Lieu géométrique des points tels que les deux tangentes menées de 
ees points & un cercle donné soient rectangulaires. 

429. Lieu géométrique des milieux des cordes d’un cercle qui passent 
par un aah fixe. 

430. Lieu géométrique des points d’ou I’on peut mener des tangentes 
égales 4 deux cercles donnés égauz. 

434. Lieu géométrique des points tels que les tangentes menées de ces 
points & un cercle donné aient une longueur donnée. 

432. On trace dans un cercle toutes les cordes ayant méme longueur. 
Quel est le lieu géométrique de leurs milieux? 

433. Lieu des points d’ot l’on peut mener a un cercle des tangentes 
faisant entre elles un angle égal & un angle donné. 

434. Lieu des centres des cercles interceptant sur les cétés d’un angle 
donné des longueurs égales. 

435. Un triangle isocéle ABC, dans lequel les cétés égaux sont AB et 
AC, ason cété AB fixe, et l’angle A variable. Quel est le lieu du milieu 
de BC? : 

436. fitant données deux droites rectangulaires OX et OY. on méne par 
un point P deux droites rectangulaires qui coupent. l'une OX en A, l'autre 


OY en B. Trouver le lieu-du milieu M de AB quand l’angle iy tourne 
autour de son sommet. 

437. Par l’extrémité A d’un diamétre fixe AB, on méne une corde AC, 
et on prend sur cette ‘corde ou sur son prolongement les longueurs CM et 
CM’ égales & CB. Trouver le lieu géométrique des points M et M’ quand la 
corde AC tourne autour du point A. 

438. On considére tous les triangles ayant méme base BC et méme angle © 
au sommet. On demande : 

1° Le lieu géométrique du sommet A; 

2° Le lieu géométrique du point de concours des hentai 

439. Une droite AB de longueur constante se déplace de fagon que ses 


extrémités A et B restent sur les cdtés d'un angle for. Trouver le lieu 
du centre du cercle circonserit au triangle AOB. 

440. En un pointA dun cerele 0 on méne la tangente, et d’un point quel- 
conqne C de cette tangente on méne la seconde tangente CB au cercle. 
Démontrer que le centre du cercle inserit dans le triangle ABC se trouve 
toujours sur le cercle O, quelle que soit la position du point C sur la tangente. — 

444. On donne un cercle fixe 0 de rayon OA et un cercle yariable con- 
centrique au premier, qui rencontre le diamétre BOA aux points C et 0’. 
On méne les per pendiculaires en Cet C’audiamétre AB; elles rencontrent le 
cercle O respectivement aux points D, E et D’, BE’, Trouver le lieu géomé- 
trique des points de rencontre des rayons OD, OE, OD’ et OF’ avec le 
cercle variable. : 

142. Par un point O équidistant de deux droites paralléles XX! et 
YY’, on trace deux droites rectangulaires A OB, A‘OB’ rencontrant XX’ en’ 
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A et A’, et YY’ en Bet B’. Trouver le lieu des projections M et M’ du 
point O sur les droites AB’ et A’B quand AB tourne autour de 0. 

443. Dans un triangle rectangle, la médiane et la hauteur issues du 
sommet de l’angle droit font entre elles un angle égal a la différence des 
angles aigus du triangle. 

444. Dans un triangle rectangle, la bissectrice de l’angle droit est en 
méme temps hbissectrice de l’'angle de la médiane et de la hauteur issues 
du sommet de l’angle droit. 

445. Une droite de longueur constante se déplace de facon que ses 
extrémités s’appuient sur deux droites rectangulaires données. Quel est le 
lien géométrique du milieu de cette droite? 

446. On donne deux droites parallélesX et Y, une droite AC perpendicu- 
laire a ces droites et une autre droite oblique AB. Par le point B on méne 
une droite BED qui coupe AC en E et AX en D, et telle que ED =2 AB. 


“ 


ae : LS 
Prouver que l’angle DBC est le tiers de langle ABC. 
447. Dans un triangle équilatéral A BC, on prend sur les cétés AB, BC, 


A 
CA, les points A’, B’, C’ tels que AA’— BB’/—CC’= a Démontrer que 


les cotés du triangle A’B’C’ sont perpendiculaires aux cétés du triangle A BC, 
et que le triangle A’B’C’ est équilatéral. 

448. Si par lun des points d'intersection de deux cercles on méne une 
paralléle a la ligne des centres, la somme on la ditférence des cordes intercep- 
tées sur cette paralleéle par les deux cercles est double de la distance des centres. 

449. On donne deux cercles concentriques 0, de rayons OA, OB, tels que 
OB =20A. D’un point P comme centre, extérieur au cercle OA, on décrit 
avec PO pour rayon un cercle rencontrant le cercle OB aux deux points C 
et D. Les droites OC, OD coupent le cerele OA aux points E ct F. Démon- 
trer que les droites PE, PF, sont tangentes au cercle OA. Déduire de 1a 
une construction permettant de tracer par un point une tangente 4 un cercle. 

450. Les cordes de contact du cercle inscrit dans un triangle sont paral- 
léles aux trois bissectrices extérieures des angles de ce triangle. Quelle est 
la propriété correspondante pour les cordes de contact des cercles exinscrits? 
2 451. On considére deux cercles 0 et 0’ tangents extérieurement et tels 
que Je rayon du premier soit Je tiers du rayon de l’autre. On méne une 
tangente commune extérieure AA’. Démontrer que l’angle AOO’est égal a 60. 

452. Etant donnés deux cercles 0 et 0 tangents extérieurement, le cercle 
_ décrit sur O00’ comme diamétre est tangent aux deux tangentes communes 
_ extérieures aux deux cercles 0 et 0’. : 

453. On donne un cercle 0, et Ja tangente en un pointA de ce cercle; de 
part et d’autre de A on prend sur cette tangente deux points B et C et on 


a ad soe 
mene les tangentes BD et CE. Démontrer que les angles DAE et BOC sont 
supplémentaires. 

454. Trouver sur un demi-cercle de diamétre AB un point C tel qu’en 
menant la tangente en C au cercle, cette tangente rencontre AB au point D 
_ de maniére que Von ait AC = CD. 

455. Etant donnés deux cercles O et 0’ tangents extérieurement au 
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point A, on méne une tangente commune BB’ et la tangente commune en A, 
rencontrant BB’ en C. Démontrer : 

1° Que le point C est le milieu de BB’; 

2° Que le triangle OC’ est rectangle ; 

3° Que le triangle BAB’ est rectangle. 

456. Aux extrémités A et B d’un diamétre AB d’un cercle 0, on méne 
les tangentes, et on coupe ces tangentes en M et en N par une troisiéme 


tangente au cercle. Démontrer que l’angle KON est droit. 

457. Etant donné le triangle rectangle ABC, tracer un cercle tangent a 
Vhypoténuse BC, prolongée si l’on veut, passant par le sommet A de l’angle 
droit et ayant son centre sur la droite AB. (Nombre de solutions.) 

458, La somme des diamétres des cercles inscrit dans un triangle rectangle 
et circonscrit au méme triangle est égale 4 la somme des cdtés de angle droit. 

459. On joint l’un des points de rencontre de deux cercles aux deux 
centres; les droites obtenues coupent les cercles en deux autres points qui 
sont en ligne droite avec le second point d’intersection des deux cercles. 

460. Par l'un des points d’intersection A de deux cereles, on trace une 
sécante BAC et on joint les points B et C au second point d’intersec- 


tion D. Démontrer que l’angle BDC a une yaleur constante quelle que soit 
la corde BC, et qwil est égal a l’angle. sous lequel la distance des centres 
est vue du point D. 

464. On mene la tangente en A au cercle circonserit au triangle ABC. 
Démontrer que cette tangente coupe le cdté BC au milieu du segment dé- 
terminé par les deux bissectrices de l’angle A. 

462. Sur l’hypoténuse BC d’un triangle rectangle ABC, on prend un point 
Ly tel que AD = AB, et on abaisse la perpendiculaire CE sur AD, ainsi que 
la hauteur AH sur l’hypoténuse, Démontrer : 


1° Que CD est bissectrice de l’angle Ken ou de son supplément ; 

2° Que l’on a AH = HE. 

463. On donne un triangle isocéle ABC dans lequel AB = AC, et le cercle 
circonscrit & ce triangle; on joint le point A a un point quelconque M du 
cercle, et du point CG on abaisse sur AM la perpendiculaire qui rencontre BM 
au point E. Démontrer que l’on a CM = ME. 

464. Si l’on coupe deux cordes AB, AC d'un cercle par une paralléle & la 
tangente en A, on obtient deux points qui sont situés avec B et C sur un 
méme cercle. 

465. On méne par l'un des points d'interseection de deux cercles une 
séeante, et on construit les tangentes & chaque cerele par leurs seconds 
points de rencontre avec cette sécante. Démontrer que l’angle de ces tan- 
gentes est constant quelle que soit la sécante. 

466. Par un point P pris a l’intérieur d'un cerele 0, on trace deux droites 
rectangulaires APB et CPD. On méne les tangentes au cercle aux points A, 
B, C, D et on forme ainsi un quadrilatere. Démontrer qu'on peut faire passer 
un cercle par les quatre sommets de ce quadrilatére. 

467. Un cercle de centre 0’ est tangent & une droite zy en un point B 
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de cette droite, et touche un cercle donné 0 au point A. On joint BA qui 
coupe le cercle 0 au point C. Démontrer : 

1° Que le diametre COD est perpendiculaire 4 xy au point E; 

2° Que les quatre points A, B, E, D sont sur un méme cercle. 

168. On méne les tangentes: BT et CT au cercle circonscrit 4 un triangle 
ABC, et par le point T on trace Ja paralléle 4 BA, rencontrant le cercle en 
D et E, et AC en F. Demontrer que le point F est le milieu de DE. 

469. Les trois points symétriques du point de rencontre des hauteurs d’un 
triangle par rapport aux trois cotés sont sur le cercle circonscrit au triangle, 
et les trois sommets du triangle sont les mijieux des arcs déterminés sur le 
cercle circonscrit par les trois points symétriques obtenus. 

470. Btant donné un triangle ABC inserit dans un cercle 0, on méne la 
hissectrice intérieure AD de l’angle A et Ja tangente AT; AD et AT 
rencontrent la base BC aux points D et T. Démontrer que TA=TD. 

474. Les trois hauteurs d’un triangle sont les bissectrices des angles du 
triangle déterminé par les pieds de ces hauteurs. 

472. Construire un triangle connaissant les pieds des trois hauteurs. 

473. On donne un cercle O etundiamétre AB; par le centre 0 on méne 


- deux rayons rectangulaires UC, OD qui rencontrent en G et H les perpen- 


diculaires 4 AB aux milieux E et F des rayons OA et OB. On trace les 
droites AG et BH qui se coupent en M. Démontrer : 

1° (ue le point M se trouve sur le cercle 0; 

2° (ue les quatre points G, M, O, Il sont sur un méme cercle. 

474. Ktant donnés un triangle ABC et le cercle O circonscrit a ce triangle, 
on considére Je diamétre DE perpendiculaire al’un des céotés BC du triangle. 
Des points D et E on abaisse des perpendiculaires DF, EG sur le cdté AB. 
Démontrer que la distance FG comprise entre les pieds de ces perpendicu- 
laires est égale a la longueur du troisieme cété AC. 

475. On considére deux diamétres rectangulaires AOB et OE d’un cercle 0. 
Par le point A on méne une sécante rencontrant OE en D, et le cercle 
en C. On méne la tangente en C; elle rencontre AB au point T, et enfin en 
ce point T on éléve sur AB la perpendiculaire’ qui rencontre AC en F. Deé- 
montrer que IB est perpendiculaire 4 BD. 

476. On considére un diamétre AB d’un cercle donné O. D'un point C 
de ce cercle comme centre, on décrit un cercle tangent 4 AB, et des points 
A et B on méne les autres tangentes 4 ce cercle C. Démontrer que ces 
tangentes sont paralléles quelle que soit la position du point C, 

477. On donne deux cercles 0 et O/ tangents intériecurement en C3; on 
trace le diamétre ABC commun aux deux cercles, et par le milicu P de AB 
on éléve Ja perpendiculaire PM a AB, rencontrant le cercle 0 en M. On 
méne enfin MC qui rencontre le cercle 0’ en D et l’on demande de démon- 
trer que PD est tangente au cercle 0’, et que l’on a PM = PD. 

478. Si par le milieu A d’un are BAC on méne deux cordes quelcon- 
ques AD, AE qui coupent en F et G la corde BC, le quadrilatere DF GE 
est inscriptible. 

479. Deux cercles sont tangents intérieurement en C. On méne au cercle 
intérieur une tangente APB en P; elle rencontre l'autre cercle en A et B. 
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On méne GP qui coupe le cerele extérieur en Q. Démontrer que le point Q 
est le milieu de l’are AB. 

480. Si l’on méne par les deux points d'intersection A et B de deux 
cercles qui se coupent deux secantes paralléles ACD et BEF, les deux lon- 
gueurs CD et EF sont égales. 


481. Etant donnés un cercle de centre 0 et un point A extérieur, 
mener.par ce point A une sécante ABC rencontrant le cercle en B et C, et 
telle que 

AB=BC- 


482. Etant donnés deux cercles concentriques 0 et un pomt A 
sur le cerele extérieur, mener par ce point une sécante qui soit divisée 
en trois parties égales par les deux cercles. 

483. Construire un triangle rectangle connaissant l’hypoténuse et l'un 
des cdtés de l’angle droit. 

484. Construire un triengle isocéle connaissant le rayon du cercle cir- 
conscrit et l'un des cdtés égaux. 

485. Construire un triangle isocéle connaissant la hauteur etl’un des 
angles égaux. 

486. Construire un point tel que les tangentes menées de ce point a deux 
cercles donnés soient égales et égales 4 une longueur donnée. 

Recommencer la construction plusieurs fois avec des longueurs dilfé- 
rentes de tangentes égales. Constater que les divers points construits sont 
sur une ligne droite perpendiculaire & la ligne des centres des deux cercles. 

487. Etant donnés un cercle et un point A a l'intérieur du cercle, 
mener par A une corde dont A soit le milieu. 

488. Construire un triangle rectangle connaissant la médiane et la hau- 
teur relatives a lhypoténuse. 

489. Mener par un point donné 0 deux droites rectangulaires qui inter- 
ceptent sur une droite donnée XY un segment de longueur donnée. 

490. Inserire dans un carré un triangle équilatéral ayant un sommet en 
un sommet du carré. 

494. Construire un triangle isocéle connaissant le rayon du cercle inscrit 
et l'un des angles égaux. 

492. Construire un triangle équilatéral connaissant le rayon du cercle 
nscrit, 

493. Construire un triangle rectangle connaissant l'un des angles aigus et 
le rayon du cercle inscrit. 

494. Construire un triangle connaissant deux cdtés et la hauteur rela- 
tive 4 l'un de ces cdtés. 

495. Construire un triangle connaissant un cdté et les deux hauteurs issues 
des extrémités de ce cote, 

496. Construire un triangle connaissant uncdté, langle opposé a ce coté 
et la hauteur relative ace cdté. 


497. Construire un triangle connaissant un sommet et les pieds de deux 
hauteurs (deux cas). 


198. Construire un carré connaissant la somme / du cété et de la diago- 
nale. 
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499. Construire un triangle connaissant le rayon du cercle circonscrit 
et les angles. 
200. Construire un triangle ABC, connaissant l’angle A et les distances 
_ BH et CH des deux sommets B et C au point de concours H des hauteurs. 
_ 204. Par un point du plan d'un cercle, tracer une sécante telle que le 
segment compris sur cette sécante entre ses deux points de rencoatre avec 
le cercle soit égale 4 une longueur donnée 2. 
202. Etant donnés une direction XY et un cercle 0, tracer dans le cercle 
et parallélement a XY une corde de longueur donnée L. 
203. Quelle est l’espéce d’un parallélogramme inscriptible? 


) Ne 
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204. Dans un triangle isocéle, la somme des distances d'un point de la 
base aux deux cétés égaux est constante, quelle que soit la position du 
5 point sur la base entre les sommets. 
205. La somme des distances entre les trois cétés d'un triangle équilaté- 
_ ralet un point quelconque, intérieur a ce triangle, est égale a la hauteur. 
206. Si un triangle a deux hauteurs égales, il est isocéle. 
_ 207. On considére une corde BC d'un cercle et les tangentes BA, CA au 
_ cercle en B et C, telles que le triangle ABC soit équilatéral. On joint les 
_ points B et C a un point quelconque M de l’are BC; les droites obtenues 
- rencontrent les cétés AC et AB aux points D et E. Démontrer que la 
somme AD-+ AE est constante, quel que soit le point M sur l’arc. 

208. On donne un carré ABCD; sur AB comme diamétre, on décrit a 
_ Vinterieur du carré un demi-cercle, et du point B comme centre, on décrit 
~ avec BA=BC pour rayon un quart de cercle aussi a l'intérieur du carré. 
_ Une droite menée par B rencontre le demi-cercle en E et le quart de cercle 
en P. De ce point P on abaisse la perpendiculaire PH sur AD. Démontrer 

que PH= PE. 

209. Dans un quadrilatére ABCD, les cétés opposés AB et CD sont égaux 
_ et les diagonales AC et BD sont égales entre elles. Démontrer que ce qua- 
_ drilatére est un trapéze isocéle. 

240. Construire un rectangle connaissant un cété et l’angle des diago- 
~ nales. 

241. Construire un triangle équilatéral connaissant la hauteur. 

242. Construire un triangle connaissant deux cétés et une médiane 
(deux cas a distinguer). 

243. Construire un triangle connaissant un cété et deux médianes (deux 
cas 4 distinguer). 

244. Construire un triangle connaissant les trois médianes. 

245. Construire un parallélogramme connaissait un coté et les deux 
 diagonales. 


a 
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246. Construire un triangle connaissant le rayon du cerele circonscrit, 
un coté et un angle adjacent. 

247. Construire un triangle connaissant deux sommets ct le point de 
concours des hauteurs. 

248. Construire un triangle connaissant deux sommets et le point de 
concours des médianes. 


EXERCICES PRATIQUES. 


5. 


Sh 


219. Construire le carré dont la diagonale a 50™™. 

220. Construire un losange dont un angle a 36°, et dont la diagonale 
issue du sommet de cet angle a 6o™™. 

224. Construire un parallélogramme dont un cété a 6o™™, la hauteur 
correspondante étant égale 4 72™™, et l'un des angles ayant 30°. } 

222. Construire un pallélogramme ayant un cétéde 50™™, et ses diago- — 
nales égales a 60 et a 80™™. 

223. Construire un trapéze dont les bases ont 80 ect 50™™, et dont les 
deux autres cotés ont 15 et 25™™, 

224. Construire un trapeze isocéle dont les bases ont 60 et 8o™™; et 
dont une diagonale a 80™™. 

225. Coustruire un trapéze isocéle dont les cétés égaux ont 74™™, dont 
Ja hauteur a 7om™™, et dont la petite base a 24™™. 


EXERCICES THEORIQUES. 


226. Par un point M de la base BC d'un triangle ABC, on méne des pa- 
ralléles aux deux autres cdtés. Trouver le leu géométrique du centre du 
parallélogramme ainsi obtenu quand le point M se déplace sur la base. 

227. Quel est le lieu géométrique des centres des parallélogrammes 
qui ont la méme base fixe AB et méme hauteur? 

228. On considére un triangle ABC rectangle en A et la hauteur All; du 
point H on abaisse les perpendiculaires HD et HE sur AB et AC. Démon- 
trer : 

1° Que la droite DE est perpendiculaire & la médiane AM du. triangle 
ABC. 


Vas GON 

2° Que les angles BDE et ECB sont supplémentaires. 

229. Dans un losange ABCD on joint un point de chaque diagonale aux 
deux extrémités de l'autre diagonale. Démontrer que les quatre droites ainsi — 
tracées forment un quadrilatére inscriptible. * : 

230. Quelle peut étre l’espéce d'un quadrilatére qui a deux cdtés égaux_ 
et les deux autres cdtés paralléles? 
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24. Le point de rencontre des droites qui joignent les milieux des cétés 
opposés d’un quadrilatéere est le milieu de la droite qui pou les milieux des 
diagonales de ce quadrilatere. 

- 232. Inscrire dans un triangle un losange dont l’un des angles coincide 
| avec un angle du triangle. 

, 233. Dans un iriangle ABC, la -bissectrice de langle A coupe BC au 
~ point F. La paralléle FE au cote AB rencontre AC au point E: la paralléle . 
_ ED a BC coupe AB au point D. Démontrer que l’on a AE=BD. 

5 234. Démontrer que les médianes d’un triangle quelconque passent par un 
-méme point, situé sur chacune d’elles aux deux tiers de sa Jongueur a 
- partir du sommet. 

_ 235. On considere un parallélogramme ABCD dans lequel l'un des cétés 
AB est double de l'autre (AB = 2BC). Du sommet A on abaisse Ja perpen- 
diculaire AE sur le cété BC, et l’on joint le pied E de cette perpendiculaire 


au milieu M du cété CD. Démontrer que l’angle OME est le triple de l’angle Ee. 

236. Par le sommet A d'un triangle ABC, on méne les perpendiculaires 
aux cotés AB et AC, rencontrant le coté BC aux points H et K; on prolonge 
la médiane AM d’une longueur MA’ égale 4 MA. Démontrer que les angles 


_ ABA’ et KAH sont égaux ou supplémentaires. 

_ 237. On joint les sommets opposés B et D d'un parallélogramme ABCD 

aux milieux F et E des cétés CD et AB. Démontrer que les droites BF et 
DE partagent la diagonale AC en trois parties égales. 

238. Les bissectrices intérieures des angles d’un rectangle forment un carré. 


239. Etant donné un angle xor, on abaisse d’un point A pris sur OY 
_ des perpendiculaires sur les bissectrices de l’angle. Démontrer que la droite 
qui joint les pieds de ces perpendiculaires est paralléle a OX et qu'elle 
_ coupe OA en son milieu. 

_ 240. Les pieds des perpendiculaires abaissées d’un sommet sur les 
hissectrices intérieures et extérieures issues des deux autres sommets d’un 
triangle sont quatre points en ligne droite. 

244. Du centre O du cercle circonscrit 4 un triangle ABC, on abaisse des 
-perpendiculaires sur les cotés, et l’on prolonge chacune de ces perpendicu- 
-laires d'une longueur égale a la distance de O au cété corisidéré, de fagon 
a obtenir les symétriques A’, B’, C’, du point O par rapport aux cétés du 
- triangle ABC. Démontrer : 

_ - 1° Que le triangle A’B’C’ est égal au triangle ABC; 

2° Que les hauteurs du triangle A’B’C’ se coupent en 0. 

242. Dans un trapéze, la droite qui joint les milieux des diagonales est 
égale 4 la demi-dilférence des bases du trapéze. 

- 243. On prolonge un rayon OA d’un cercle O d’une longueur AB = OA, 
et du point B on abaisse la perpendiculaire BD sur une tangente quelconque 


a‘ 


Peal > Big. ‘ial ail 


au cercle. ee demande de démontrer que l’angle OAD est égal au triple 


de l’angle ADB. 
244. Etant donnés deux cercles qui se coupent, on mene par l'un des 
_ points de rencontre A la sécante perpendiculaire a la droite joignaut le pomt 


na. 


j 
ar 
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A au milieu de la distance des centres. Démontrer que celte sécante est par- 
tagée par Je point A en deux parties égales. ; 

245. On considere le triangle A’B’C’ ayant pour sommets les pieds des 
hauteurs d’un triangle ABC. Des pomts Bet C, on abaisse les perpendicu- 
laires BD, CE sur B/C’. Démontrer que l'on a : 

c’D =B’E 

246. On donne un quadrilatére ABCD dont les angles B et D sont droits. 
Des sommets A et C on abaisse les perpendiculaires AE, CF sur la diago- 
nale BD. Démontrer que l'on a : 

BF = DE. 

247. On donne deux droites concourantes OX, OY, indéfinies, et un 
point A quelconque. Tracer par le point A une sécante qui coupe OX en B, 
OY en C, de maniére que l'un des points A, B ou C soit le milieu de la 
distance entre les deux autres. 

248. Construire un parallélogramme, connaissant les diagonales et un 
cote. . 
249. Construire un parallélogramme, connaissant deux cdtés adjacents et 
une diagonale. 


EXERCICES PRATIQUES 


§ 6. 


250. Tracer une droite D et marquer un point extérieur A; joindve le 
pomt A aun point queleonque B de D, et prendre le milieu M de AB; 
faire cette construction pour beaucoup de points tels que B, pris sur D; 
vérifier que le /éew du point variable M est une droite D’ paralléle & D, 
la distance entre A et D étant double de la distance entre D’ et D. 

254. Tracer un cercle 0 de 20 de rayon; marquer un point A a 14 
du centre; joindre le point A & un point quelconque B du cercle, et pro- 
longer AB en BM de maniére que BM= AB. Faire cette construction pour 
un grand nombre de points tels que B, et vérifier que le eu du point 
variable M est un cercle de 40 de rayon, dont le centre C est sur AQ, de> 
maniére que AO = 0C. 

252. Construire un triangle OAB, dont langle 0 & 30°; OA =50; 
OB = 20, Prolonger indéfiniment OA et OB, et les couper par des droites 
paralléles 4 AB. En tout point tel que A, mener AM perpendiculaire & OA; 
mener de méme BM perpendiculaire 4 OB. Vérifier que le lieu de M est 
une droite qui passe par 0, que tout angle AMB a 30°, et que le cercle 
décrit sur toute droite OM comme diamétre passe par les points A et B qui 
ont donné ce point M. 

253. Construire un rectangle, prolonger indéfiniment ses cdtés et ses 
diagonales. Prendre plusieurs points sur les quatre cdtés; abaisser, 
de chacun d’eux, des perpendiculaires sur les diagonales, et vérifier que la 
somme des deux perpendiculaires est constante; que cest leur dillérence | 
qui est constante pour un point pris sur le prolongemeut d’un cdté; et 
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que pour un point extérieur 4 chaque cété, ni la somme ni la difference 
des deux perpendiculaires n’a la valeur qu’on vient de trouver. Conclure 
de 1a le lieu du point tel que la somme ou la différence de ses distances 
a deux droites fixes soit constante, et construire ce lieu avec les données 
suivantes : 


_ Angle £OY — 600; somme ou différence constante = 40 millimetres. 

254. Tracer deux droites indéfinies OX. OY, et une droite A qui les 
coupe toutes deux. Mener AB et A’B’ paralléles 4 A, et d’ailleurs arbitraires 
et variables; elles rencontrent OX en A et A’, OY en B et B’. Construire le 
dieu du point de rencontre des droites AB’ et A’B. 


EXERCICES THEORIQUES. , 


§ 6. 


255. On donne deux droites rectangulaires OX et OY; on joint deux 
points A et B donnés sur OX 4 un point variable M sur OY. Onménede A 
da perpendiculaire 4 BM et de B la perpendiculaire 4 AM. Quel est le lien 
‘du point d’intersection de ces deux perpendiculaires quand M décrit la 
droite OY? 

256. D’un point M variable sur un cercle 0, on abaisse la perpendicu- 
laire MP sur le diaméetre fixe AB. Sur le rayon OM, on prend une longueur 
OD égale 4 MP. Quel est le lieu géométrique du point 1)? 

_ 257. Un triangle rectangle se meut dans un plan de facon que les extré- 
mités de l’hypoténuse glissent sur deux droites rectangulaires. Lieu du troi- 
‘siéme sommet. 


“ Za™ 

258. Etant donnés un angle XOY et une longueur /, on prend sur OX une 
longueur variable OA, et sur OY une autre longueur OB, de manicre que 
Ja somme OA + OB soit constamment égale 4 /. Quel est le lieu du milieu 
de AB? 
_ 259. Dans un cercle, AB est une corde fixe et CD une corde variable de 
Jongueur constante. Lieu géométrique des points J et I’ d’intersection des 
droites AC et BD, AD et BC. 
_ 260. On donne un cercle 0 et un point A; on joint le point A 4 un 
point B du cercle, et on trace la corde BC perpendiculaire 4 AB; puis on 
construit le rectangle ABCD. Trouver le lieu du point D quand B décrit 
le cercle. 
_ 264. Construire un point 4 une distanee donnée a d’une droite A et 4 
une distance b d’une droite B. 
_ Ily aen général quatre solutions. 
_ 262. Construire un point situé 4 une distance a d’une droite A et 4 une 
distance r d’un point 0. 
Il ya quatre solutions au maximum; dessiner les divers cas de figure. 
_ 263. Construire un point situé 4 égale distance de deux droites donuces 
Det D’ eta une distance donnée d'une droite A. 
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264. Construire un point situé a égale distance de deux droites données: 
D et D’ et a une distance donnée d'un point 0. 

265. Construire un point situé a égale distance de deux points donnés 
A et B et & une distance donnée d'une droite D. 

266. Construire un point situé a égale distance de deux points donnés 
A et B et a une distance donnée d'un point OQ. 

267. Construire un point situé a égale distance de deux droites données 
D et D’, et situé a égale distance de deux points donnés A et B. 

268. Déterminer sur une droite D des points doa lon voie un segment — 
AB sous un angle droit, ou sous un angle donné. 

269. Déterminer sur un cercle les points d’ow l'on voie un segment recti- 
ligne AB sous un angle droit, ou sous un angle donne. 

270. Déterminer les points d’ou l'on yoie deux cercles donnés sous des 
angles donnés. 

274. Déterminer un point tel que la tangente menée de ce point a un— 
cercle donné ait une longueur donnée, et qui soit situé& une distance donnee 
d'une droite donnée D. F 

272. Déterminer un point tel que la tangente menée de ce point a un 
cercle donné ait une longueur donnée, et qui soit situé &une distance donnee 
d'un point donné 0. } 

273. Construire un cercle tangent 4 deux droites AB et AC et ayant son 
centre sur une troisiéme. 

274. Décrire un cercle de rayon donné tangent & deux droites données. 

278. Décrire un cercle tangent & deux droites et qui touche l'une a 
en un point donné. 

276. Etant données deux droites paralléles X et Y, tracer un cerele tan 
gent a X et qui intercepte sur Y une corde de longueur donnée. 

277. Tracer un cercle de rayon donné tangent & une droite donnée oy 
passant par un point donne. 

278. Tracer un cerele de rayon donné passant par un point donné et tan- 
gent a un cerele donnée. 

279. Tracer un cercle de rayon donné tangent & une droite et & un cerele 
donnés. 

280. Tracer un cercle de rayon donné tangent & deux cercles dongs. 

284. Construire un cercle passant par un point et tangent & une droite 
en un point donné. 

282. Construire un cercle passant par deux points donnés A et B, 7 
tangent & une droite donnée XY, paralléle a AB. 

283. Construire un cercle tangent & un cercle donné et & une droite 
donnée, le point de contact étaut imposé sur la droite. 

284. Construire un cercle tangent & un cercle donné et & une arvite | 
donnée, le point de contact étant imposé sur le cercle, 3 

4 
. 
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CHAPITRE Il 


LA SIMILITUDE 


¢4. — Lignes proportionnelles. 


243. — Grandeurs commensurables entre elles. — 
Considérons un segment rectiligne AB (fig. 166) partagé 


en 5 parties égales: AE, EF, FG, GH, HB. Prenons 


d’autre part, 3 nou- 
Meee fo GH: OB Lae 
————E————————————————— veaux segments 


égaux entre eux-et 

égaux aux précé- 

» A SY dents. Portons-les 
bouta bout et nous 
formerons un nou- 
veau segment rectiligne CD, partagé en 3 parties égales 
CI, IK, KD. D’aprés la définition méme de la fraction, 


Fig. 166. — Longueurs commensurables. 


nous savons que le segment CD est les : du segment AB 


5 
et, qu’inversement, le segment AB est les 3 du segment 


CD. Et on écrit : 


cD=3 1 Derad AB=> CD. 


Les deux segments, ainsi obtenus, sont deuaw grandeurs 


de méme espéce qui ont ce qu’on appelle une commune 


“7 
4 


mesure; cette commune mesure est l’un des segments 6gaux 


qu’ils contiennent chacun un nombre entier de fois. 
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3 ; 
On dit encore que le rapport de CD a AB est zou que 


5 XS 
le rapport de AB a CD est z Et l’on écrit : 


CcD3 AB_ 5 
AB Si, ) ORG 


Considérons encore un carré EFGH (fig. 167) formé par | 
lassemblage de g carrés égaux plus petits que lui. Pre- 


H G 


E belies A 


Fig. 167. — Aires commensurables. 


nons 8 de ces petits carrés et assemblons-les de fagon a 
former le rectangle ABCD. Chacun des petits carrés est 
le newviéme du grand carré EFGH et le rectangle conte- 


nant 8 de ces petits carrés est les ; du carré EFGH. Inver- 


sement, chacun des petits carrés est le huitiéme du rec- 
langle, et le grand carré EFGH, contenant 9 petits carrés © 


pareils, est les 2 du rectangle. 


Nous dirons encore que le rectangle et le carré sont 
deux grandeurs de méme espéce (deux surfaces) qui ont 
une commune mesure, qui est lun des petits carrés égaux, — 
quils contiennent chacun un nombre entier de fois. 

Nous dirons également que le rapport du rectangle | 
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ABCD au carré EFGH est et que le rapport du carré 


EFGH au rectangle ABCD est 2. Et on écrira : 


ABCD _8 EFGH _ 9 
EPGHes oe = ABED- 38: 


Ces exemples nous conduisent a la définition suivante : 


Deux grandeurs de méme espéce sont dites commensu- 
rables entre elles lorsqu’il existe une troisiéme grandeur de 
- méme espéce, appelée commume mesure, contenue exacte- 
ment un nombre entier de fois dans chacune des deux pre- 
miéres. 

On appelle rapport de deux grandeurs commensurables 
entre elles le nombre entier ou fractionnaire qui indique 
comment on construit Ja premiére connaissant la seconde. 


Ainsi, dire que le rapport d’un segment CD & un segment AB est 4, 
_cest dire que CD est obtenu en portant bout 4 bout 4 segments 
égaux 4 AB. 


Dire que le rapport de CD a AB est 3" c'est dire que le segment CD 


est obtenu en divisant AB en 3 parties égales et portant bout 4 bout 2 
de ces parties. 


244. — Grandeurs incommensurables entre elles. 
_ — Deux grandeurs de méme espéce sont dites incommensu- 

rables entre elles lorsqu’elles n’ont pas de commune mesure, 
c’est-a-dire lorsqu’il n’existe pas une troisiéme grandeur de 
méme espéce qui soit contenue exactement un nombre entier 
de fois dans chacune d’elles. 

Considérons deux segments rectilignes AB et CD 
_ (fig. 168). Pour trouver leur rapport, nous devons cher- 
cher s’ils ont une commune mesure. A cet effet, divisons 
Yun d’eux, AB par exemple, en un certain nombre de 
parties égales (nous apprendrons plus loin, n° 248, a faire 
ce partage). 

Supposons que nous ayons partagé AB en ro parties. 
Cherchons combien CD contient de ces parties. Pour cela, 
portons, avec le compas a pointes séches, a partir de C, 
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sur CD, des longueurs égales Alun des dixiémes de AB. 
Nous constatons que CD ne contient pas exactement un 
nombre entier de ces parties. 


i fR 3 4 5 6 7 8 9 10 
a 
A B 

1 2 3 4 5 6 7 
a A 
C EcDik 


Fig. 168. — Recherche d'une commune mesure. 


Il en contient 6, mais n’en contient pas 7: en d’autres 
termes, le point D tombe entre les divisions 6 et 7. 
Le setae CD est plus grand que le piesa 


cE=< — = AB et est plus petit que le segment CF = rE > AB. 
Nous dirons que © =0,6 est une valeur approchée par 
défaut a= = ~ prés du rapport 7 a - Ce qui veut dire que les 


= de AB sont.plus petits que CD, mais que CD ne contient 
pas un dixiéme de plus. 


En prenant comme valeur du rapport os le nombre 0,6, 
nous commettons une erreur, car la longueur CE, qui est 
égale 0,6 AB, est plus petite que CD, et elle en différe dela 


longueur ED.Nous commettons donc, sur l’évaluation de 
CD, une erreur égale a ED, plus petite que ~ AB. 


Essayons alors de diviser AB en un plus grand nombre 
de parties égales. Partageons, par exemple, AB (fig. 18») 
en 100 parties égales, et cherchons de nouveau si CD 
contient exactement un nombre ‘entier de ces parties. 

Remarquons d’abord que, puisque 


6 6 
ae Ae et pore Rs 
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CD, contenant 6 diviémes de AB, contiendra aussi 6o cen- 
tiemes de AB; et, comme CD ne contient pas 7 dixiémes 
de AB, il ne contiendra pas non plus 70 centiémes de AB. 
Le nombre de centiémes de AB contenus dans CD sera 
donc stirement compris entre 60 et 70. Nous constatons, 


40 20 JO 40 50 60 64 65 


Fig. 169. 


en opérant comme plus haut (fig. 169), que CD~contient 
(non exactement) 64 centiémes, mais qu’il n’en contient 
pas 65. En d’autres termes, le point D tombe entre les 


divisions 64 et 65. 


6 
Nous dirons alors que oF 0,64 est une valeur appro- 


; ; CD ear : 
chee par défaut du rapport Kp * joo Pes: 
Ceci veut dire que si l’on construit la longueur qui 
vaut 4. AB, on obtient une longueur un peu plus petite 


que CD, mais que CD ne contient pas wn centiéme de AB 
de plus. 
En prenant 0,64 comme nouvelle valeur approchée du 


CD ; 
rapport Ap’ nous commettons encore une erreur; mais 


cette fois erreur est beaucoup plus petite que précé- 
demment. 


6 : 
La longueur qui vaut les de AB, differe beaucoup 


moins de CD (fig. 169) que celle CE qui valait les” de 


AB (fig. 168). 
Nous pourrions maintenant continuer de la sorte ; di- 
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viser, par exemple, AB en tooo parties égales et chercher 
combien CD contient de cesparties; puis diviser AB en 
10000 parties, et ainsi de suite. 

Si les deux longueurs CD et AB sont incommensurables 
entre elles, on warrivera jamais, en théorie, a trouver une 
partie aliquote de AB qui soit contenue exactement un nombre 
entier de fois dans CD. 


245. — Evaluation pratique d’un rapport. — Prati- 
quement, il en est autrement. Ainsi, dans l’exemple précé- 
dent, nous avons imaginé théoriquement qu'on ait divisé 
le segment AB en rooo parties égales, tandis qu’en fart cette 
division serait impossible,au moins dans le dessin ordi- 
naire, parce que, d’une part, chacune des parties serait 
tellement petite quelle ne serait pas visible a ceil nu et 
que, d’autre part, on ne pourrait pas tracer des traits de 
division assez fins. 

Lorsqu’on se sert, pour mesurer des longueurs, d’une cer- 
taine catégorie d’instruments, il y a une limite de préci- 
sion que l’on ne peut dépasser. Ainsi, avec le double déci- 
métre, dont on se sert en dessin, on ne peut pas évaluer 
la longueur d’un segment rectiligne & moins de 1/4 ou 1/5 
de millimétre prés; c’est-a-dire que, & ceil nu et avec cet 
instrument, on ne peut pas apprécier la différence entre 
deux longueurs qui ne different que de 1/4 de millimétre: 
ces deux longueurs paraissent égales. 

En physique, avec des instruments spéciaux, beaucoup 
plus précis, et des microscopes, on arrive a apprécier des 
longueurs beaucoup plus petites: jusqu’au mllioniéme de 
millimétre ; mais, malgré cela, il y a cependant une limite, 
et deux longueurs différant entre elles d’un millioniéme 
de millimétre ne sont plus différenciables. 

De tout ceci, ilrésulte que : étant données deux grandeurs 
de méme espéce on peut toujours pratiyuement les considérer 
comme commensurables entre elles, pourvu qu'on évalue leur 
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rapport avec suffisamment de décimales pour que Verreur 
que l'on peut commettre sur wne des grandeurs, connaissant 
V autre, soit inférieure a celle qu'on peut faire expérimentale- 
ment en mesurant celte grandeur. 


Dans la suite, 4 moins que nous ne voulions expressément 
prouver le contraire, nous admettrons toujours dans nos 
démonstrations que les grandeurs que nous aurons a consi- 
dérer sont commensurables enire elles. 

Nous donnerons plus tard des exemples de grandeurs 
incommensurables entre elles. Leur rapport exact n’est ni 
un nombre entier ni un nombre fractionnaire ;_c’est ce 
qu’on appelle un nombre trrationnel; un tel nombre est 
toujours, en pratique, remplacé par une de ses valeurs 
approchées. 


246. — Théoréme. — Lorsque deux sécantes sont coupées 
par des droites paralléles, si les segments interceptés par ces 
droites paralléles sur l'une des sécantes sont égaux, les seg- 
ments correspondants interceptés sur l’autre sécante sont 
aussi égaux. 


Soient Aet A’ (fig. 170) deux sécantes et quatre paralléles 
AA’, BB’, CC’, DD’ qui rencon- 
PLeMtiMmAMenerAwb. (Cy 2 D)et: At 
en A.B’; D’. 

Supposons que l’on ait 

i= GD). 


nous allons montrer que lon a 
aussi 
AS yeast 0 Ite 
Menons, en effet, par A et C Pig. 170, 
les paralléles AE et CF a 4’. 

Les deux triangles ABE et CDF sont évidemment 
égaux, car ils coincident par une translation de glissiere 
BoA qui fait coincider CD avec AB. Les cotés AE et CF sont 
donc égaux; il en est donc de méme de A’B’ et C’D’ qui 


164 ELEMENTS DE GEOMETRIE. 


leur sont respectivement égaux comme cdétés opposés des 
parallélogrammes AA’B’E et CC’D'F. 


247. — Remanouge. — Ce théoréme s’applique évidem- 
ment danstous les cas de figure ; 
il s’applique donc aussi si les 
segments considérés sont con- 
tigus. 
Ainsi (fig. 170), si Yona: 
AB= BG 
on a aussi 
AB'= BC. 
Il s’applique égalemen 
(fig. 171) si les paralléles ne sont pas toutes du méme 
coté du point d’intersection des droites A et 4’. 


Fig. x91. 


248. — Construction. — Partager un segment rectiligne 
en un certain nombre de parties égales. 

Soit, par exemple, a partager le segment AB (fig. 172) 
en six parties égales. A cet effet, menons par Je point A 
une semi-droite quelconque Aa (faisant de préférence 
avec AB un angle aigu) et 
sur cette semi-droite por- 
tons, bout a bout, avec le 
compas a pointes séches 
ou au décimétre, a partir 
de A, six segments égaux 
arbitraires. Soit C Vextré- 
Fig. 172. — Division d’un segment en par- mite du dernier. Joignons 

ties egales. CB et, par les points de 
division 1, 2, 3, 4, 5, menons des paralléles a CB. Ces paral- 
léles partagent évidemment AB en 6 parties égales ; car, 
d’aprésle théoréme précédent, les segments A-1, 1-2, 2-3,ete., 
étantégaux, lessegments correspondants A-1’, 1’-2’, 2’-3’,etc. 
sur AB, le sont aussi. 
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249. — Théoréme.— Etant donnés, sur une droite indéfinie, 
deux points A et B, il existe sur cette droite deux points M, 


et deux seulement, tels que le rapport + ait une valeur 


donnée. L’un des deux points est compris entre A et B, l'autre 
ne Il’est pas. 


1°Cherchons un point M compris ee Aet B (fig. 173, (1)] 


MA 

tel que le rapport MB 

Si ce point existe, c'est que, par dgehilion du rapport 

(n° 243), sion divise MB en 2 parties égales, MA-contient 
3 de ces parties. 


soit égal as =: 


A M B 
A B M’ 
| ee ann ee Seen 
MW’ A B 
Fig. 173. 


Mais alors AB = MA + MB contient 34+ 2—5 de ces 
parties. D’out la construction suivante : 

On partage AB en 2+ 3=5 parties égales; le seul point M, 
compris entre A et B, qui répond a la question, est celui 
obtenu en prenant, a partir de A, 3 de ces parties. 

Le point M existe donc, car nous savons le construire, 
et il n’y en a quwun entre Aet B. 

2° Cherchons un hee M’, non compris entre A et B, et tel 
que ae 7B soit égal as = 

Si ce point ete c’est que, si on divise M’B en 2 parties 
égales, M’A contiendra [fig. 173, (II)| 3 de ces parties. M’A 
est donc plus grand que M’B,ce qui exige d’abord que M’ 
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soit a droite, surle prolongement de AB du cété de B. De 
plus AB = M’A — M’B contient done 3 — 2=1 partie. 

Il suffit done de prolonger AB de 2 fois sa longueur, au 
dela de B, en BM’, pour avoir le point M’ cherché. 

3 : 

Dans l’exemple précédent le rapport donné 2 était plus 
grand que 1. Cherchons maintenant un point M’, non 
compris entre A et B, tel que oe [fig. 173, (IID]. Ceci 
veut dire que, si on divise M’B en 5 parties égales, M’A 
contient 3 de ces parties. Cette fois, c’est M’B qui est plus 
grand que M’A et le point M’ doit étre a gauche, sur le 
_prolongement de AB, au dela de A. Dvailleurs, comme — 
AB=M’B—WM’A, cest que le segment AB contient 
5 —3 = 2 de ces parties. 

D’ot la construction suivante : 

On partage AB en 5—3=2 parties égales, eton porte 3 de 
ces parties en M’A, au dela de A. Le point M’ ainsi obtenu 
répond a la question et c'est le seul. 


250. — Remaroue. — En résumé: il y a toujours un 
point M et un seul compris entre A et B, et un point M’ 
et un seul non compris entre A et B, tels que les rapports 
égaux 

MA W’A 
MB MB 
aient une valeur donnée a l’avance. 

On dit que M partage AB en segments addbtifs et que M’ 
partage AB en segments soustractifs dans le rapport — 
donné. 


Il y a cependant exception lorsque la valeur donnée est 1. 
. MA : 
En effet, si MB cela veut dire que 
MA = MB. 


1] y a bien un tel point entre A et B, c'est le milieu de 
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AB; mais il n’y en a pas en dehors de AB, car pour tout 
point M’ a droite [fig. 173, II)) M’A est plus grand que M’B 


et ee >1; pour tout point M’agauche [fig. 173, (III)] M’A 

; j MWA 
est plus petit que M’B, et WB 
M’ on ne peut avoir M’/A=M’B. 


<1.Pour aucune position de 


254. — Proportions. — Etant données deux grandeurs 
de méme espéce et deux autres grandeurs aussi de mémeespéce, 
qui différe ou non de la premiére,on dit que ces quatre gran- 
deurs forment une proportion si le rapport des deux premiéres 
est égal au rapport des deux secondes. is 

Etant données deux séries de grandeurs correspondantes 
d’espéces différentes ou non, si le rapport de deux gran- 
deurs d'une série est égal au rapport des deux grandeurs 
correspondantes de l’autre série, ces deux séries de gran- 
deurs sont dites proportionnelles. 


Nous avons rencontré fréquemment des exemples de grandeurs 
proportionnelles en arithmétique 4 propos de la Régle de trois. 


252.— Proportions de grandeurs de méme espéce. 
— Considérons quatre grandeurs ds méme_ espéce 
A, B, C, D, par exemple quatre longueurs. Elles forment 
une proportion, si l’on a: 

APoG 
BD. 

La premiére et la quatriéme, A et D, sont appelées les 
termes extrémes ; 

La seconde et la troisiéme, C et D, sont appelées les 
termes moyens de la proportion. 


253. — Théoréme. — Ftant donnée une proportion de 
quatre grandeurs de méme espéce, on obtient une nouvelle 
proportion si, dans celle qui est donnée, on permute: 

1° les moyens ; 

2° les extrémes ; 

3° a la fois les moyens et les extrémes. 
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Soient A, B, C, D, quatre grandeurs de méme espéce 
formant une proportion : 
AC 
(1) BD 
Supposons, par exemple que la valeur commune des 


F sc hSick as 
rapports égaux (1) soit >. Dire que = est égal a z cest 


B 
dire que: 
(2) A=3B. 
De méme 
3 
(3) C =; D. 
E ae is : ee 
Ceci posé, supposons que le rapport D soit égal a 3 


nous allons prouver que A est aussi égal a ;. Or, dire que 


G 
er | 
D= 8. 
c’est dire que 
pee 
(4) B =§ Dz. 
Remplacons B par sa valeur Z D dans l’égalité (2) et 


nous aurons: 


nee e 
2 ‘ 3 
ou, en intervertissant les deux facteurs ; et i 
ee 
(5) A=3x;D. 


Comme, en vertu de l’égalité (3), : D n’est autre chose 


que C, cette derniére égalité (5) s’écrit : 


way! 
A= ¢C. 
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Ce qui prouve bien que le rapport . est aussi égal a Bs 
il est donc égal a 3 et ona: 
A 
6 as 


Cette égalité (6) se déduit de (1) en permutant les 
moyens B et C. 

On démontrerait, de méme, qu’on peut permuter les 
extrémes. 

Enfin, en appliquant successivement les deux proposi- 
tions 1° et 2°, on en déduit la troisiéme. 


_ 254. — Résumé. — En résumé, lorsque quatre gran- 
_ deurs de méme espéce A, B, C, D forment une proportion, 
on a simultanément les quatre égalités suivantes: 


i ae Ae B Dee 1) AB 
eee A we BAe AY 
255. — Remarque. — Nous avons déja étudié en arith- 

métique les proportions de nombres. Nous savons que ces 
proportions jouissent des propriétés précédentes; mais 
nous savons qu’en outre: lorsque quatre nombres forment 
une proportion, le produit des moyens est égal au produit 
des extrémes. 
_ Nous ferons fréquemment usage de cette propriété, 
— mais alors il faudra toujours supposer essentiellement qu'il 
ne s'agit pas de grandeurs, mais des nombres qui les 
mesurent. 


256. — Théoréme de Thales. — Plusieurs droites paral- 
léles interceptent sur des sécantes quelconques des segments 
proportionnels. 

Soient deux droites A et A’ (fig. 174) coupées par les 
quatre paralléles AA’, BB’, CC’, DD’ qui rencontrent 4 en 
Ae BCD 6t Aen A’, B’; C’,-D’, 
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Il s’agit de montrer que l'on a: 
A’B’_AB. 
CDs 4cD 
AB 


Supposons, en effet, que ap soit égal a>. Ceci revient a 


dire que, si on partage CD en 2 parties égales, AB contient 
3 de ces parties. 

Par les points de division a, 6, 7 de ces deux segments 
en parties égales, menons des paralléles 4 AA’; elles ren- 
contrent 4’ ena’,b’,v’;et,d’aprés le théoréme dun’ 246, puisque 


AC 0B —Cr— 47> 
on aura ce méme, 


Ne = 6.0 = 6 B= Ce 


cc qui prouve que A‘a’ est une commune mesure contenue 
2 fois dans C’ D’ et 
3 fois dans A’B’; on 
a donc aussi 


A'BY _ 
Cites 
Les deux rap- 
orts phi et aba 
por CD ona 


sont bien égaux. 


257. — Remar- 
ove I. — Cette dé — 
monstration est in- — 
dépendante de la ~ 
figure. Elle s’applique dans tous les cas. En particulier, | 
elle s‘applique 4 des segments consécutifs : 

AB) _AB, 
Bais bGy 


Fig. m4 
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4 des segments silués depart et d’autre du point dint¢r- 
section O des droites A et A’ ; 
EP’ _EF, 
AY ABS, 
au cas ott Vune des paralléles passe par O, qui'est un 
point qui se correspond a lui-méme sur les deux sécantes: 
OA — OA’. 
AB AE’ 
au cas oli les segments ont des parties communes : 
OA_ OA’ AD JAY v 
ORG, OB seri BC” Bes; 
et ainsi de suite. 


258. — Remarove lJ. — Pour bien mettre en évidence 
la proportionnalité des segments correspondants sur les 
deux droites 4 et 4’, il est bon décrire les rapports un 
peu différemment. 

Considérons : 1’ Sur A, les segments : 

AB, CD, OA, EF, AE, ete. ; 

2 Sur 4’ Jes segments respectivement correspondants 
aux précédents : 

A’ B’, C’D’, OA’, E’F’, A’E’, etc. 

Prenons dans chacune des deux séries le rapport de 
chacun des segments au premier, nous aurons, d’aprés 
ce qui précéde : 


c’D’_ _CD OA’ OA ie 8 A’E’ _ AE fen 

eo AB. AD. AD AD AB. AB. AB. - 

Dans toutes ces proportions permutons les moyens et 
— nous obtenons: 


Coy Ge Be ON SB" E/F’ _ A’B’ 
Chi nAB> ik 1 tA Be ER a> 7A 
ACBL AUB Le: 

Arocha ie 
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Or, ces derniéres égalités montrent que tous les rapports 
quelles contiennent sont égaux puisquils sont tous 


, , 


AB 
Ona donc finalement : 
AB) Do DON es Bae Ae 
cAB ... CD = >-OAw se Eade 
Ceci exprime bien que tous les segments déterminés sur 
A’ sont proportionnels aux segments correspondants déter- 
minés sur A. 


efvaux a= 


=, etc: 


259. — Corollaire. — Toute paralléle a un cété d'un 
triangle partage les deux 
autres cdtés en segments 
proportionnels tous additifs 
ou tous soustractifs. 

Ce n'est qu’un cas par- 
ticulier du théoréme pré- 
cédent; car soit ABC un 
triangle (fig. 175) et DE 
une paralléle a BC qui 
p” coupe AB en Det AC en E; 
si nous considérons, en 

p” outre, la paralléle AP me- 

Fig. 295. née par A a BC, les trois 

droites paralléles AP, DE 

et BC déterminent sur les deux cétés du triangle des seg- 
ments proportionnels. On a donc : 


AE_ AD ABE JCE 
»ce quis écrit: 


EG DE AD BD 
ou aussi 

sae ae ce quis’écrit: a 

KGa et AD AB 


De plus si D est entre A et B, E est également entre A et 
C ; tandis que si D n’est pas situé entre Aet B, E ne sera — 
pas non plus entre A et C. 


ment AC dans le rapport a 
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Il est bon d’ailleurs de remarquer que la proposition 
est vraie, quelle que soit la position de la sécante. Ainsi 
elle s'applique lorsque la sécante a la position D’E’ ou 
D’E” et rencontre les prolongements des cétés AB et AC. 


260. — Réciproque du corollaire. — Si une sécante 
partage les deux cétés d’un triangle en segments proportion- 
nels, soit additifs, soit soustractifs, cette sécante est paralléle 
au troisiéme cété. 

Soient ABC un triangle et une sécante DE qui rencontre 
les cétés AB et AC en D et E (fig. 176), de telle sorte que 

(x) AE _ AD 

CE BD # 
et que, par exemple, D soit compris entre A et B, et E 
soit compris entre Aet C. Nous allons montrer que DE est 
paralléle 4 BC. Menons, en effet, par D une telle paralléle, 
elle coupera AC en un point E,, compris entre A et C, et 


tel que (n° 259) : 
AE, _AD 


) | CE, BD’ 
Les égalités (1) et (2) prouvent que les deux points E et 
E, partagent tous deux le seg- a 


Comme il n’y a qu'un point, E 
compris entre A et C, parta- D ' 
geant AC dans un rapport 
donné (n° 249), les points E g c 
et E, coincident: DE est done Fig. 176. 
bien paralléle a BC. 

La démonstration serait la méme si D n’était pas com- 


‘pris entre A et B et si, en méme temps, E n’était pas 


compris entre A et C. 


261. —Remarove. — Le théoréme ne s‘appliquerait pas 
si, par exemple, D étant compris entre A et B, E n’était 
pas compris entre A et C. 
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262. — Construction. — Partager un segment dans le 
rapport de deux longueurs données. 

Soient AB un segment donné et m et x deux longueurs 
données (fig. 177). Il s'agit de trouver sur AB un point M, 
tel que 

& AM _m. 

BM on 

A cet effet, menons par A une droite queleonque Ax 
(faisant de préférence 
avec AB un angleaigu, 
pas trop petit). Por- 
tons sur Aa, bout a 
bout, AC=m,CD=n. 
Joignons BD et me- 
nons par C la paral- 
léle & BD qui coupe 
AB au point M cher- 
ché, car, dans le triangle ABD, la paralléle CM a BD 
donne bien la proportion (1). . 


Nig. 177. 


263. — Construction. — Partager un segment en seg- 


. 


7 


eh 


ments pro- — 


portionnels a 

x 

= af plusieurs lon- 
gueurs don- 

nées. 


Soient AB 
un segment 
donné, m, n, 
P, gq, quatre 


Se 


i co 


Fig. 178. — Division d'un segment en parties proportionneties 


d des longueurs données, une — droite 


arbitraire 
Aw, menée par A, portons, bout & bout, 
AC=m, .CD=h, -DE==9,! EFaew. 


longueurs © 
(tig.178). Sur 


hean 


- cdotés, portons 
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Joignons BF et menons par C, D et E des paralléles a 
BF qui coupent AB en M, N et P. Les paralléles déter- 
minent (n° 258) sur AB et Aw des segments proportion- 
nels. On a done bien 

AM MN NP _ PB 
rit, psa Cg 

264. — Construction de la quatriéme proportion- 
nelle. — Etant donnés trois segments rectilignes a, 6, c, 
dans un ordre déterminé, on appelle quatriéme proportion- 
_melle 4 ces segments un quatriéme segment qui est l’un 
des extrémes d'une proportion dont «a est l'autre extréme et 
6 et c les moyens. Z 


Pour construire cette quatriéme proportionnelle, 
2 
tracons un angle quelconque zOy (fig. 179). A partir de 
O, sur les deux , 
a 


d’abord deux 
_longueurs éga- 
les aux moyens 
OB=5b, OC=c. 

Puis, sur lun 
des cétés, a 
partir de O, par 
- exemple sur Oy, 
portonsunelon. Fig. 179, — Quatriéme proportionnelle a trois longueurs, 


gueur OA—=a 
_ Joignons le point A ainsi oblenv au point B du colé Ox, 
- puis, par C, menons la paralléle 4 AB. Cette paralléle 
_ coupe Ox en un point X tel que OX est la quatriéme pro- 
portionnelle cherchée. 

En effet, les droites AB et CX étant paralléles, ona: 


OA CO 
: OB” OX 
Pou’ a Cc 


Dy O 
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265. — Troisiéme proportionnelle. — La troisiéme 
proportionnelle aux longueurs « et c est le quatriéme-terme — 
d'une proportion dont les deux moyens sont égaux aa etl’un 
des extrémes ac. 

C’est le cas particulier du précédent ot a= 6.La construc- 
. tion est done la méme. 


266. — Théoréme. — Dans un triangle, la bissectrice — 
dun angle partage le cété opposé en segments proportionnels — 
aux cdtés adjacents. 


La bissectrice intérieure partage en segments additifs. 

La bissectrice extérieure partage en segments soustractifs. 

i° Soit ABC un triangle et AD la bissectrice intérieure | 
de l’angle A qui rencontre BC en D, entre B et C (fig. 180). 

Menons par C la paralléle CE 4 AD qui coupe le pro- 
longement de BA en E. 


vas aN ‘ 
Les angles AEC et ACE sont respectivement égaux | 


aux angles BAD et DAC comme correspondants et alternes 
internes; et, comme ces deux derniers angles sont égaux, 
puisque AD est — 

E bissectrice, il en — 

est de méme des — 

A deux premiers. 

Le triangle - 

ACEest donc iso- — 

céle et on a: 

. AE= AC, 

B Dr a5G Or, dans le trian-— 
Fig. 180, — Bissectrice intérieure. gle BEC, AD, pa- © 

. ralléle 4 EC, par- 

tage les deux autres cdtés en parties proportionnelles; on — 
a done: 


DB _AB 
DG AB. 


~~ 
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et, en remplacant AE par son égal AC, 


DB__AB 
DC” AC’ 


ce qu'il fallait démontrer. 
2° Soit ABC un triangle et AD’ la bissectrice extéricure 
de l'angle A qui rencontre BC en D’, a l’extérieur du seg- 


ment* BC (fig. 
i181). Les deux 
segments sous- 
tractifs D’B et 
D’C sont aussi 


proportionnels 
a AB et AC. 

La démons- B C D’ 
tration est iden- Fig. 181. — Bissectrice extérieure. 


tique 2 la précé- 
dente. Par C on méne la paralléle CE’ 4 AD’. Le triangle 
CAE’ est isocéle: AE’ = AC. 

Dans le triangle BAD’, CE’, paralléle 4 AD’, donne : 


DB_AB 
iG Ak? 

et, en remplacant AE’ par AC, on a bien: 
D'B_AB. 
ey 5 


267. — Réciproque. — Si dans un triangle ABC on prend 


_ sur BC les deux 


ae ANSE NG 


points D et D' a, 


- (fig. 182) tels que 


DB_D'B_AB 
DG D’'C aC 
les points D et 
D’ sont les pieds 
des bissectrices 
de I'angle A. 
Cela résulte de ce que les pieds des bissectrices sont 


B D C 0’ 


Fig. 182. 


Botrier. — Evéwents pe cfow. 42 


478 ELEMENTS DE GEOMETRIE. 


ueux points remplissant ces conditions, et que, d’autre 
part (n° 249), il n’y a que deux points qui partagent un 
segment BC dans un rapport donné; il n'y en a done 
pas d’autres que les pieds des bissectrices. 


268. — Remarque. — Dans le cas particulier ot le 
triangle ABC estisocéle, AB = AC, la bissectrice intérteure 


7 ee et 


wana 


AD passe par le milieu D de BC et est en méme temps — 


hauteur ; la bissectrice extérieure de l'angle A est paralléle 
a la base BC. Celaest bien conforme al’exception signalée 


au n° 250; car, dans ce cas, le rapport on est égal a 1. 
269. — Théoréme. — Lorsque deux droites paralléles 


rencontrent deux droites concourantes, leurs lJongueurs sont 
proportionnelles aux segments qu’elles déterminent sur l'une 
des droites concourantes, a partir 
de leur point de concours. 


droites qui se coupent en QO; 
AA’ et BB’ deux paralléles qui 


et B’. Menons par A la paralléle 
AA, & A’ qui coupe BB’ en A,. 
On a (n° 294): 
B’A, OA 
Fig. 183, BB OB 
or B’A,=A’A, comme cédtés 
opposés d’un parallélogramme; on en conclut done : 
AA’ OA/_ OA’ 
BB’ OB SS ap) 


270. — Corollaire. — La droite qui joint les milieux de 


Soient A et A’ (fig. 183) deux - 


coupent A en A et B, et A’ en A’ 


deux cotés d'un triangle est paralléle au troisiéme cété et ; 


égale a sa moitié. 


Car, si, dans le triangle OB'B (fig. 183), A’ et A sont les | 
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tnilieux de OB et OB, AA’ est paralléle A BB (n° 260) et 
ona: 


AA’ OA x 


‘BB’ OB 2 
271. — Construction. — Construire les deux points 


qui partagent un segment donné dans un rapport donné. 

Soit a construire les deux points M et M’ qui partagent 
; le segment donné AB dans le rapport = (fig. 184). Menons © 
; C 

j 


‘a No ee 
my 


Fig. 184. 


par B une droite BC sur laquelle nous portons 5 fois une 
longueur arbitraire jusqu’en C. Puis, par A, menons une 
paralléle 4 BC sur laquelle nous portons, a partir de A, 
dans les deux sens, 3 fois la longueur arbitraire, portée 
_ 5 fois en BC. Soient D et D’ les deux points ainsi obtenus. 
CD coupe AB en M et CD’ en M’. 

M et M’ sont les points cherchés, car, d’aprés le théoréme 
précédent, les deux sécantes AB et CD, coupées par les 
paralléles BC et AD, donnent : 

AM» AD 3 
BM BC 5 

De méme, les sécantes AB et CD’, coupées par les mémes 

paralléles, donnent : 


ETN ee NS ees 


AM’_AD _3. 
BM. BCY “5 


Se 
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272. — Théoréme. — Des droites concourantes déter- 
minent sur deux paralléles des segments proportionnels. 


Soient (fig. 185) OA, OB, OC, OD des droites concourantes 
coupées par deux paralléles en A, B, C, D, et A’, B’, C’, D’. 


Fig. 185. 


D’aprés le théoréme précédent, on a: 
A'B’ _ OB’ : B’C’__ OB’ 
AB ~ OB BC OB 
On en conclut 
A’BS BC 


AB BC 
On verrait de méme que : 
steer A og hy 
BC CD" 
; , OC’ 
chacun des deux rapports étant égal 4 ~~. 


OC 
On a donc bien: 


273. — Remarour. — Il y a deux cas de figure possibles 
suivant que les deux paralléles sont d'un méme cété de O 
fig. 185, (I}] ou de part et d’autre de O [fig. 185, (II)]. Ces 
deux cas de figure se distinguent par les sens des seg- 
ments déterminés sur les paralléles. 
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Dans le premier cas (I) les segments correspondants 
np .evcAB. BC et BG. ¢ Det CD 
sont tous de méme sens. 


Dans le second cas (II), les segments correspondants 
sont tous, deux a deux, de sens contraires. 


274. — Réciproque. — Si deux séries de points corres- 
pondants A, B,C, D, et A’, B’, C’, D’ déterminent sur deux 
droites paralléies des segments correspondants proportion- 
nels et, deux a deux, tous de méme sens ou tous de sens con- 
traires, les droites AA’, BB’, CC’, DD’, sont concourantes. 


Supposons, par exemple [fig. 185, (I)|, les segments A’b’ 
et AB, B’C’ et BC, C’D’ et CD respectivement paralléles 
et de méme sens, et supposons que 

( A Dee ar Cl 

) ABS SoCo cD 


Soit Ole point de rencontre des droites AA’ et BB’. 
Nous allons prouver que la droite OC passe par C’. Dési- 
gnons, en effet, par C, le point ou OC coupe la droite 
A’B’. On a, d’aprés le théoréme direct (n° 272), 

A'BS -. BC, 
‘AB BC 


On en conclut : 


D’ailleurs, d’aprés Végalité (1), on a aussi : 
ry Shas A’ B’ 
B’C Say Sa BG. 


Les deux segments B’C, et B’C’ sont donc égauaz et, comme 
us sont de méme sens, C, coincide avec C’. 
On prouverait de méme que OD passe par D’. 


275. — Remargue. — Lorsque la valeur commune des 
rapports (1) est égale & 1 et qu’en outre les segments cor- 
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respondants sont de méme sens, les droites AA’, BB’, 
CC’, etc., sont paralléles, au lieu d’étre concourantes. 

C’est évident, car, dans ce cas, les segments correspon- 
dants tels que A’B’ et AB sont égaux, paralléles et de méme 
sens (n° 64). 


2 2. — Homothétie. — Similitude. 


276. — Premiére notion de la similitude. — Nous 
avons, par l’expérience, une notion intuitive de la simli- 
tude. Voici (fig. 186) deux dessins. Ils représentent mani- 
festement le méme chalet rustique, c'est le méme paysage 
et cependant ces 
deux dessins ne 
sont pas identi- 
ques. 


Fig. 186. 


Cela tient & ce que ces deux dessins ont la méme 
forme quoique n’ayant pas la méme grandeur. 

Si on les compare avec un peu d’attention, on constate 
que, dans les deux dessins : 

1° Les angles correspondants sont égaux ; 

2° Les lignes correspondantes sont proportionnelles. 

Toute ligne du dessin de gauche est double de la ligne 
analogue du dessin de droite ; et inversement toute ligne 
du dessin de droite est la moitié de la ligne analogue du 
dessin de gauche. 
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Le petit dessin est la réductiona échelle 1/2 du grand 
dessin; et inversement le grand dessin est lagrandisse- 
ment a Véchelle double du petit dessin. 

Ce sont la des figures semblables. L’un des procédés les 
plus simples pour obtenir une figure semblable 4 une 
figure donnée est l’homothétie qui est un procédé de trans- 
formation analogue a celui de la projection, qu’on emploie 
pour effectuer les agrandissements en photographie. 


277. — Définition de Vhomothétie. — Etant donnée 
une figure (F) (fig. 187), un point O dit centre d’homothétie 


Fig. 187. — Figures homothétiques. 


et un nombre fixe k appelé rapport d’homothétie, si a 
chaque point A 
de la figure (F) 
on fait corres- 
pondre un point 
A’ situé sur la 


droite OA tel Fata 
que ; ea : 
OAL. eit 


ray i 
$i, en outre, les eee 
‘segmentsOA’et p=’ 
OA sont de mé- 
me sens,on ob- 
tient une figure (F’) dite homothétique directe de la 


figure (F); si, au contraire (fig. 188), les segments OA’ et 


Fig. 188. — Figures homothétiques. 
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OA sont de sens contraires, on obtient une figure (F’) 
dite homothétique inverse de la figure (F). 

En d’autres termes : 

Deux figures (F) et (F’) sont dites homothétiques, si a tout 
point A de (F) correspond un point A’ de (F’) tel que - 

1° La droite AA’ passe par le centre O d’homothétie ; 


/ 


2° Le rapport 7 soit égal au rapport k d’homothétie ; 


3° Les segments OA' et OA soient de méme sens si l’homo- 
thétie est directe, ou de sens contraires si l’homothétie est 
inverse. 

Les points A et A’ qui se correspondent dans la transfor- 
mation sont dits homologues. 


278. REMARQUE I. —Si (F’) est la figure homothétique de 
(F) dans le rapport k, réciproquement (F) est la figure 
I 


k 
—k, 


homothétique de (F’) dans le rapport 
OA’ _OB’ _ 0c’ 
OAS COBeragc: 
on ainversement : 
OA _ OB OC ear 


OA’ OB 00 =F 
Si k est plus petit que 1, (F’) est une réduction de (F) dans 


» car, Si 


le rapport k; alors i est plus grand que 1, et (F) est un 


agrandissement de (F’) dans le rapport i 
Ainsi dans les figures 187 et 188, le nombre k est égal a = 
2 
(F’) est une réduction de (F) dans le rapport 1/2 ; réciproquement 


(I’) est un agrandissement de (F’) dans le rapport —— =2. 


(3) 


279. RemARQuE II. — La symétrie n’est qu'un cas particu- 


lier de Vhomothétie inverse, ou le rapport Whomothétie est 1. 


4 


HOMOTHETIE. SIMILITUDE. 185 
Car (tig. 187), si le rapport @homothétie est 1, ona: 
OAr= 0A’, OB=OB*, etc...; 


et les points Aet A’, B et B’, etc., sont deux a deux symé- 
triques par rapport a0. 


Deux figures homotheétiques directes dans le rapport: coin- 
cident évidemment. 


280. Théoréme. — La figure homothétique d’un segment 
rectiligne est un autre segment rectiligne qui est : 

1° Paralléle au premier; 
- 2° Dans un rapport, avec le premier, égal au rapport d’ho- 
mothétie ; 

3° De méme sens que le premier ou de sens contraire, sui- 
vant que l’homothétie est directe ou inverse. 


Soit, en effet, AB un segment (fig. 189), O le centre d’ho- 
mothétie et k le rap- . 


port d’homothétie. A 
Construisons d’a- A’ 
bord les homolo- M 


gues A et BY des 
points A: et B. 
Par définition, on 0 


aura : B B 
OR OB" Fig. 189, — Segments homothétiques directement. 
Hers Obs a 


_. lien résulte d’abord que les droites A’B’ et AB sont 
paralléles puisque (n° 260) A’ et B’ divisent OA et OB en 
segments proportionnels. 

Soit alors M un point quelconque de AB; joignons OM 

qui coupe A’B’ en M’. 

D’aprés le théoréme du n° 259, on aura : 


OM’ _ OA, 
OM OA 


_M’ est Vhomologue de M. L’homologue de tout point 
de Ab est donc bien situé sur A’B’, qui est paralléle 4 AB. 
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D’ailleurs, d’aprés le théoréme du n° 269, 
Ge eds ie 
ABS. OAS 
Les deux segments A’B’ et AB sont dans le rap- 
port k d’homothétie. 
Enfin, d’aprés la re- 
marque du n° 273, 
A’B’ et AB sont pa- 
ralléles et de méme 
sens si lhomothétie 
Fig. r90. — Segments homothétiques inverse- est directe (fig. 18g), 
ot mais paralléles gt de 
sens contraires si ’homothétie est inverse (fig. 190). 


281. Théoréme. — La figure homothétique d'un cercle 
est un cercle. 

Soit (fig. 191) un cercle de centre C, et Ole centre d’ho- 
mothétie. Prenons un point quelconque M sur le cercle, 


Fig. 191. — Centre d’homothétie directe de deux cercles. 


et soient C’ et M’ les homologues des: points C et M. Les 
deux segments C’M’ et CM sont paralléles et de plus : 
C’M’ 
CM 
C’M’=& CM. 
Le point C étant fixe, C’ est aussi. D’autre part, lorsque 
M décrit le cercle de centre C, CM reste constant et égal 


—k. 
Cest-a-dire : 
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au rayon R, donc C’M’ reste aussi constant et égal a KR. 

Le point M’ décrit donc un cercle de centre C’ et de 

rayon KR. £35) 
Les centres des deux cercles sont des points homologues. 
Les rayons des deus cercles sont dans le rapport ¢homothétie. 


282. — Réciproque. — Réciproquement deux cercles 
quelconques sont homothétiques. 


Car, étant donnés deux cercles de centres C et C’ et de 
rayons R et R’ (fig. 191 et 192) il existe (n° 249) sur la 


Fig. 192. — Centre d’homothétie inverse de deux cercles. 


droite CC’ deux points, l'un O non compris entre C et C’, 
Vautre O’ compris entre C et C’, tels que 
OC" 2 ONCE Re 


0G 7 0'C SR 
Si lon prend la figure homothétique du cercle C, 


, 


avec l’un des deux centres O ou O’ et dans le rapport =, 


cette figure est, d’aprés le théoréme précédent, un cercle 
de centre C’ et de rayon R’. C’est donc le second cercle 
donné. 


283. — REMARQUE. — La sécante OM (fig. 191 ou 192) coupe 
le cercle (C) endeux points M et P, elle coupe le cercle (C’) 
aux deux points homologues M’ et P’. Si on fait tourner 
la sécante OM autour de O de fagon que les deux points M 
et P viennent se confondre, il en sera de méme des deux 
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points homologues M’ et P’ et la sécante deviendra, a la 
fois, tangente aux deux cercles. 

Les deux tangentes issues du centre d’homothétie O 
a lun des cercles sont done tangentes a l’autre. Ce sont 
donc des tangentes communes, évidemment extérieures dans 
le cas de Phomothétie directe (fig. 191) et intérieures dans 
le cas de lhomothétie inverse (fig. 192). 


Les deux tangentes communes extérieures de deux cercles 
se coupent donc au centre dhomothétie directe O ; les deux 
tangentes'communes intérieures se coupent au centre d homo- 
thétie inverse O’. 

Ces centres Vhomothétie sont aussi appelés centres de simi- 
litude des deux cercles. 


ll est bon de remarquer que ce qui précéde n’a lieu 
qu’a condition que, de l’un des centres de similitude, on 
puisse mener des tangentes 4 l'un des deux cercles. Or 
ceci n’a pas toujours lieu. 

_ Les centres de similitude ewxistent toujours; mais les tan- 
gentes communes n’existent pas toujours. 


284. — Théoréme. — La figure homothétique d’un poly- 
gone est un polygone. 
Deux polygones homothétiques ont : 
1° Les angles homologues égaux ; 
2° Les cétés homologues proportionnels et dans le rapport 


d’ homothétie. 
Cest une conséquence immédiate du théoréme 280. 
En effet, soit ABCDE (fig. 193) un polygone, et O un 
centre dhomothétie. La figure homothétique du segment 
AB étant un segment paralléle A’B’ dans le rapport k, le 
polygone ABCDE se transforme en un polygone A’B’C’'D’E’ 


oS wa 
tel que: les angles homologues BAE et B’A’E’ sont égaux 
comme ayant leurs cétés paralléles et de méme sens, ou 
paralléles et tous deux de sens contraires (n° 410); les co 
homologues sont proportionnels : : 
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BBs BS ees etc.=k. 


ABS -7BG ED 


Fig. 193. — Polygones homothétiques. 


rs 


285. — Théoréme. — Deux triangles ayant leurs cétés 
respectivement paralléles sont homothétiques (fig. 194). 


Soient ABC et A’ B’C’ deux triangles tels que AB et A’B’, 
ACG et. A’C’, BC et B’C’ soient deux a deux paralléles. 

Joignons AA’ et BB’ qui se coupent en O. 

Si Von prend la figure homothétique de ABC avec O 
pour centre et ~—— OA Pour rapport d’ homothétie, on obtiendra 


un triangle dont A’B’ sera un cdté et dont les deux autres 


Fig. 194. — Triangles homothétiques. Y 


-cétés sont des paralléles 4 BC et AC menées par B’ et A’. 
-C’est donc le triangle A’B’C’. 

286. — Application. — Les médianes d'un triangle sont 
_concourantes enun point situé au tiers de chacune d’elles 4 
partir du cété correspondant (fig. 195). 

Soit un triangle ABC et A’, B’, C’les milieux des cotés BC, 
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CA. AB. Le triangle A’ B’C’ a ses cétés respectivement pa- 
ralléles a ceux 
du triangle 
ABC; ilest done 
son homothéti- 
que. Les droites 
AA’, BB’ et CC 
qui joignent les 
sommets, et qui _ 
sont les média- 
Fig. 195. nes du triangle 
ABC, sont concourantes en un point O,centre dhomothétie 
des deux triangles. Il en résulte : 
OA’ OB, SOC AEA Baia 
OA OB 0G. AB a a 
OA’,moitié de OA, est le tiers de la médiane entiére AA’, 
Le point de concours O des médianes est appelé le centre 
de gravité du triangle ABC. 


287. — Pantographe. — Le pantographe est un instru- 
ment qui sert a agrandir ou ré- 70 
duire des dessins. 4 

Il construit mécaniquement lap, 
figure homothétique d’une figure 
donnée. 


PRINCIPE DE L’APPAREIL. — 
Considérons un parallélogramme 
MPP’R (fig.196) composé de tiges 
rigides articulées a leurs extré- 
mités. Supposons les deux tiges 
P’P et P’R prolongées en P O et 
RM’ de telle facon que : 

OP! M’P’ PY 
OP> P’R™~ MP. Fig. 196. - Principe du panto- | 

Dans ces conditions, dans tou- Upaphe: | 
tes les positions du parallélogramme, puisqu’on a toujours , 

| 


| 
| 
| 
‘| 


port Oo trés lourd qui 


_ eten MW’ est installé un 
— crayon M’m’. 


PM et RM, articulées en 
- M,sont reliées en P et 
~R aux deux premiéres 
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MP’ _ OP’ 
MP = OR: 
la droite M’P’ est Vhomologue de MP dans ’homothétie de 


, 


OP 
centre O et de rapport OP’ 
Il en résulte que les trois points O, M et M’ sont tou- 
jours en ligne droite et que 
OMe OP" 
OM OP” 
$1 donc le point O est fixe, et si on fait décrire au 
point M une figure (F), le parallélogramme se déformera, 
mais de telle sorte que les conditions précédentes seront 
toujours remplies, et le point M’ décrira la figure (F’) 


/ 


homothétique de (F) dans le rapport os 


288. — DESCRIPTION ET EMPLOI DE L’APPAREIL. — Le 
pantographe se compose de deux réglettes OP’ et P’M’ 


_ (fig. 197) articulées en P’. Au point O les réglettes sont 


soutenues par un sup 


assure la fixité de O; 
en P’ elles sont soute- 
nues parune roulette p’, 


Deux autres réglettes 


rig. 197. — Pantographe. 


par des curseurs arti- 


_ culés que l’on peut déplacer sur les réglettes. En M est 


installé un tracoir Mm. 
L’appareil ainsi monté sert pour les agrandissements. 
On commence par fixer les curseurs P et R de facon 
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bP act : 2 
que le rapport ne soit égal au rapport d’agrandissement 


voulu a, 3, etc., et que la figure PMRP’ soit un parallélo- — 
gramme. 

Pour faciliter cette opération. les réglettes sont mu- — 
nies de graduations qui indiquent ot lon doit fixer les — 
curseurs pour un rapport youln. 

Ceci fait, on place le pantographe sur le dessin de facon 
que le support Oo soit dans le voisinage et & leatérieur 
du dessin. Ul suffit alors de conduire, & la main, le tra- 
coir Mm de facon & lui faire suivre les contours du dessin, 


et le crayon M'm’ tracera le dessin agrandi : 
Lorsqu’on veut faire une réduction, on place le tracoir — 
en M'm’ et le crayon en Mm. : 


289. — Figures semblables. — Lorsque, par homo-_ 
thétie, on a obtenu lTagrandissement ou la réduction — 
dune figure et qu’on déplace la figure obtenue, on a ce 
qu’on appelle une figure semblable a la figure donnée. 


eee 


Deux figures sont dites semblables lorsque l'une est iden- 
tique a l'une des homothétiques de l'autre. 3 


L‘homothétie n’est done qu'un cas particulier de la simi- 
litude, of les figures semblables sont placées Tune par 
rapport & l'autre dans une situation particuliére, de fagon 
que les droites joignant les points homologues soient— 
concourantes et que les segments homologues soient 
paralléles. 


290. — Remarque. — Deux cercles quelconques sont 
semblables. 


Car (n° 282) ils sont homothétiques. 
291. — Triangles semblables. — Deux triangles ie | 


blables ont leurs angles respectivement égaux chacun a 
chacun et leurs cdtés homologues proportionnels. 


Car (n® 284) cela a lieu pour deux triangles homothéti-_ 
ques, et cela subsiste lorsqu’on déplace l'un d’eux. 


yn 


ja paralléle DE 4 BC. 
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Lorsque deux triangles ABC, A’B’C’ sont semblables, 
on a done les quatre conditions : 
SG rl Uh Oe og 
ABS Be. CA 
anh. [3 =p 
et, de plus, légalité de deux angles entraine celle des troi- 
siémes. 
Ces quatre conditions ne sont pas nécessaires. 
Nous allons montrer que, pour que deux triangles soient 
semblables, il suffit que deux de ces conditions soient 
remplies. * 


> 


292. — Théoréme. — CAS DE SIMILITUDE DES TRIANGLES. 
— Deux triangles sont semblables : 

1° Lorsqu’ils ont deux angles égaux chacun a chacun; 

2° Lorsqu’ils ont un angle égal compris entre des cétés 
proportionnels ; 

3° Lorsqu’ils ont les trois cétés proportionnels. 


Soient ABC et A’B’C’ (fig. 198) deux triangles satisfai- 
sant 4 Vune des trois conditions ci-dessus. Sur Je coté AB 
-prenons une longueur AD égale 4 A’B’, et par D menons 


; C 
A E 
, cy 
B’ A D B 
; Fig. 198. 
4 Le triangle ADE est homothétique au triangle ABC, le 
Z centre dhomothétie étant A. 


> 
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ll suffit done de démontrer que le triangle A’B’C’ est 
égal au triangle ADE pour avoir prouvé que les triangles 
ABC et A’B’C’ sont semblables. C'est ce que nous ferons 
dans chaque Cas. 

1 Supposons 


Les deux triangles A’B’C’ et ADE sont alors égaux en 
vertu du premier cas d’égalité des triangles, car 
IN) bye BE 


Rea BP=B=D 
is a aN 
2° Supposons Al=ak 
A’C’ _A'B’ 
AC AB ty 


Les deux triangles ADE et ABC étant homothétiques, 
ona: 
AE AD 


AG AB’ ae 


Puisque AD=A’B’, les seconds rapports des proportions 


(1) et (2) sont égaux, Les premiers rapports le sont aussi, — 


et on en conclut : 
AE=A’'C’. 
Les deux triangles A’b’C’ et ADE sont donc égaux en 
vertu du second cas d’égalité des triangles, car 
as NS Pate E 
A'=A, A B =AD, NG CA 
3° Supposons, enfin, 
Cr ACS ALB ' 
Rr Arn : (3) 
BC ACG ~ AB 
Les deux triangles ADE et ABC étant homothéliques, 
ona: 


DEAE __ AD 4) 
BC ACT OAD \ 


Comme A’B’=AD, les derniers rapports (3) et (4) sont — 


HOMOTHETIE. SIMILITUDE. 195 


égaux. Il en est donc de méme des autres. On en conclut, 
en comparant les deux premiers, 


BUDE. 
et, en comparant les deux seconds, 
ASC ArS 


Les deux triangles A’B’C’ et ADE sont donc égaux en 
vertu du troisiéme cas d’égalité des triangles, car leurs 
trois cétés sont égaux chacun a chacun. 


293. — ReEMARQUE. — On voit que ces trois cas de simi- 
litude de deux triangles correspondent respectivement 
aux trois cas d’égalité auxquels, au fond, ils se raménent. 


294. — Théoréme. — Si d’un point du plan d’uncercle on 
méne une sécante, le produit des segments,ayant pour origine 
ce point et pour extrémités les points d'intersection de la sé- 
cante avec le cercle, reste constant lorsque la sécante tourne 
autour du point. 

Soient OAB et OA’B’ (fig. 199) deux sécantes issues de 
O, qui coupent un cercle en A, B et A’, B’. 


oe a 

Joignons AB’ et BA’; les angles ABA’ et AB’A’ étant 
égaux comme ayant 
tous deux méme me- 
sure que la moitié 
de l’arc AA’, les deux 
triangles OA’B et 
OAB’ sont sembla- 
bles comme ayant 


deux angles égaux, 


car langle en O est Fig. 199. — Puissance d’un point par rapport 4 un 
cercle. 


commun. Les cdétés 
opposés aux angles égaux sont donc proportionnels, etona: 
OA _ OB’ 
OA'— OB’ 
ce qui donne (n° 255) : 
OA <x OB=OA’> OP’. 
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Le produit OA*OB est donc le méme pour deux 
sécantes quelconques; il est donc constant quand la sécante 
pivote autour de O. 

Ce produit constant est ce qu’on appelle la puissance du 
point O par rapport au cercle. 

Il est clair que, dans cette proposition, il s’agit des 
nombres qui mesurent les segments OA, OB, OA’ et OB’ et 
_ non pas de ces segments eux-mémes. 


295. — Corollaire. — La puissance d'un point par rapport 
aun cercle est égale a 
la différence des carrés 
de la distance de ce 
point au centre du cer- 
cle et du rayon du cer- 
cle. 

Menons, en effet, la 
sécante OC qui passe 
par le centre C du 
cercle et coupe le cer- 
cle en A et B. Soient OC=d, et R le rayon du cercle. 

1° Si le point O est extérieur au cercle (fig. 200), on a: 

OA=OC—CA=—d—R, 
OB=O0C+CB=d+R. 

La puissance est donc : 

OA x OB =(d— R) (d+ R) =d?— R?. 

2° Si le point O est a Vintérieur du cercle (fig. 201), 
ona: 


OA=CA — OC=R—d, 
OB=CB+0C=R-+d. 
La puissance est donc : 
OA < OB =(R— 4d) (R+d)=R?— a2. 
296. — Corollaire II. — Le carré de la tangente 4 un 


cercle, menée par un point extérieur, est égal 4 la puissance & 
du point par rapport au cercle. . 
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D’un point O (fig. 200), extérieur 4 un cercle, menons 
une sécante quelconque OMM’. 
L : : M 
a puissance de O par rapport 
au cercle est le produit : 


OM x OM’. 
rt as : ; A B 
Si Pon imagine que la sécante oA 
pivote autour de O, de fagon que 
t 

les deux points M et M’ viennent M 
se confondre, elle devient la tan- 
gente OT. Les deux segments OM 
et OM’ deviennent égaux tous deux 4 OT et Ja puissance est 


OT <x OT —OT’. 


Fig. 201, 


297. — ReMARQue. — En comparant les deux expres- 
sions de la puissance donnée par ces deux corollaires, 
ona: iets aus 

OF =d,— R= 00) CT; 
On en conclut, dans le triangle rectangle OCT, 
OC* == O08 ABGT 

Cest le théoréme de Pythagore que nous retrouverons 

plus loin. 


298. — Moyenne proportionnelle. — Lorsque, dans 
une proportion, les deux extrémes ou Jes deux moyens sont 
égaux, leur valeur commune est ce qu'on appelle la moyenne 
proportionnelle, ou encore la moyenne géométrique entre 
les deux autres termes. 


Ainsi, « est moyenne proportionnelle entre a et 6 si on 
ona: 


eno 

aa 
ou, ce qui revient au méme, 

Ore rae 

Crea « 
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On en conclut, dans les deux cas: 
x= ab; 


Le carré de la moyenne géométrique de deux nombres est 
égal au produit de ces deux nombres; 


ou encore : 


La moyenne géométrique de deux nombres est la racine 
carrée de leur produit. 


299. — ExempLe. — Si d’un point extérieur a& un cercle 
on méne la tangente et une sécante, la tangente est moyenne 
proportionnelle entre les deux segments ayant pour origine 
commune le point, et pour extrémités les points d’intersection 
de la sécante avec le cercle. 


Car (fig. 200) on a: OT" =OMX OM’. 


300. — Théoréme. — Deux triangles qui ont leurs cétés 
respectivement paralléles ou perpendiculaires sont semblables. 


Car : 1° s'ils ont les cétés paralléles, ils sont homothé- 
tiques (n’ 285), done semblables; 

2° Sils ont leurs cétés perpendiculaires, une rotation 
de go* de un d’eux dans son plan améne les triangles a 
avoir les cotés paralléles. 


301. — Théoréme. — Deux polygones semblables ont : 
1° les angles homologues égaux ; 
2° les cétés homologues proportionnels. 


Car cela a lieu pour deux polygones homothétiques 
(n° 284) et subsiste lorsqu’on les déplace. 


302. — Résumé. — De tout ce qui précéde, il résulte 
que les propriétés essentielles de la transformation d’une 
figure par similitude, réduction ou agrandissement, sont 
les suivantes : 
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Lorsqu’on transforme une figure par similitude : 

4° Les angles de la figure se conservent; 

2° Les rapports mutuels des lignes de la figure se con- 
servent. 

Car si AB, CD sont deux segments rectilignes de la 
figure F et A’B’, C’D’ les segments homologues de la 
figure semblable F’, ona : 


Dei CL: 
Ape (Cpe 
pate > AUB AB’ 
CD a cD 4 
Be eee ss 
Le rapport CD s’est conserve, il n’a pas changé de va- 
leur. 
303. — Méthode d’agrandissement aux carreaux. 


Le procédé d’agrandissement au pantographe n’est appli- 
cable que lorsqu’on peut placer le dessin a agrandir sur 
la feuille méme sur laquelle on veut dessiner l’agrandis- 
sement. ‘ 

Il donne des figures homothétiques et, par suite, placées 
dans une position particuliére lune par rapport a lautre. 

Or, il arrive souvent qu’on ne peut pas disposer ainsi 
la figure 4 reproduire. 

Par exemple, un peintre qui veut exécuter un grand 
tableau avec plusieurs personnages étudie d’abord sépa- 
rément chaque détail 4 une échelle quelconque; puis, 
lorsqu’il a arrété complétement cette étude, il la reporte 
en place dans le tableau et a l’échelle voulue. 

A cet effet, il emploie le procédé dit des carreaux qui 
s’appuie sur la propriété fondamentale des figures sem- 
blables, 4 savoir, que les segments homologues sont pro- 
portionnels. 

Considérons un dessin quelconque [fig. 202, (I)| et ima- 
ginons qu'il soit fait sur un papier quadrillé, ou recouvert 
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d'un papier transparent quadrillé. Si on agrandit la 
figure compléte formée par le dessin et les carrés, 
tous les carrés seront agrandis dans le méme rap- 
port, ainsi que tou- 0. 08) Bk 6S OT ee 
tes les dimensions du 
dessin. 
Supposons que 
nous voulions repro- 
duire le dessin a l’é- 


chelle double. 
OE (ey a Tae Sie TN dies 
ial 
/ 
a c 
2 5 S88. 
3 
b 
A iiss 
é 
6 — 
7 —- 
§ 
9 
10) 
Hi = 
2 
(il) 
Fig. 202, — Méthode des carreaux. 


Nous commencerons par dessiner un quadrillage (II) 
formé d’autant de carrés que le quadrillage (I), disposés 
de la méme fagon, mais de dimensions doubles. Soit a un 
point du dessin (I) situé sur le trait vertical 3, entre les 
traits horizontaux 2 et 3. Dans l’agrandissement (II), le 
point homologue A sera sur le trait vertical 3, également 
entre les traits horizontaux 2 et 3, et, en vertu de la simi- 
litude, on aura: 

AB ab 
AC ac’ 

I] en sera de méme pour tous les points de rencontre 
avec les traits du quadrillage. 

On obtiendra done l’agrandissement (II) en figurant un 
dessin dont les lignes passent dans les mémes carreaux 
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que (I) et coupent les cétés du quadrillage dans les mémes 
rapports. 

On se contentera d’ailleurs généralement d’apprécier 
a vue Végalité des rapports. 


2 3. — Triangles rectangles, 
lignes trigonométriques. 
304. — Projection. — On appelle projection orthogonale, 


ou plus briévement projection, d'un point sur une droite, le 
pied de la perpendicu- 


Jaire abaissée de ce ie 

point sur la droite. A 
Ainsi (fig. 203), le pied ; 

A’ de la perpendiculaire ‘ 

abaissée de A sur la droite ' ' 

emectmin a DFOseCliOnvC.« teeter ag eet iy ad 

A sur xy. Lg A B ¥ 

A Fig, 203. — Projection d’un segment sur une 

On appelle projec- avatie 


tien d’un segment de 

droite sur une autre droite le segment qui a pour origine et 
pour extrémité les projections de l’origine et de l’extrémité 
du segment donné. 


Par exemple (fig. 203), A’B’ est la projection du segment AB sur 
xy, si A’ et B’ sont les projections de A et B, c’est-a-dire si AA’ et BB’ 
sont. perpendiculaires sur xy. 

305. — Remarque fondamentale. — Deux triangles 
rectangles qui ont un angle aigu égal sont semblables. 

Car ces deux triangles ont les trois angles égaux, a 
savoir : un angle aigu par hypothése, langle droit, 
et le second angle aigu comme complément du premier. 


306. — Cela étant, considérons un triangle rectangle 
ABC et abaissons, dusommetA de langle droit, la hauteur 
AD sur lhypoténuse BC (fig. 204). 

La figure ainsi obtenue présente trois triangles rec- 


tangles 
ABC, ADC, ABD 


202 ELEMENTS DE GEOMETRIE. 


qui, ayant deux a deux un angle aigu commun, sont sem- 
blables. 

En écrivant les proportionnalités de deux cdtés, on est 
conduit aux théorémes suivants: 


307. — Théoréme. — Dans tout triangle rectangle : 

1° La hauteur issue du sommet de I’angle droit est moyenne 
proportionnelle entre les deux segments qu'elle détermine sur 
l'hypoténuse ; 

2° Uncété de l’angle droit est moyenne proportionnelle entre 
sa projection sur l’hypoténuse et l'hypoténuse entiére ; 

3° (THEOREME DE PyTHAGORE.) Le carré de l’hypoténuse est 
égal a la somme des carrés des deux autres cétés. 


A Soit ABC un triangle rec- 
tangle en A, et AD la hauteur 
issue du sommet A de langle 
droit (fig. 204). 

B D C 1° Les deux triangles sem- 
blables ABD et ADC donnent, 
en écrivant la proportionnalité 
des cotés opposés aux angles aigus, 

AD _ BD 

DO AD. 
AD est done bien moyenne proportionnelle entre BD — 
et. DC: 

AD’=BD. DC. (1) 
»° Les deux triangles semblables ABD et ABC donnent, 

en écrivant la proportionnalité des hypoténuses aux cdtés 


F ; va ao 
opposés aux angles égaux BAD et BCA, 
AB _BD 
BC AB: 
AB est moyenne proportionnelle entre l’hypoténuse BC 
et sa projection BD : 


AB’*==BC. BD. 
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3° D’apreés la proposition précédente, ona: 


AB’=BC.BD, (2) 
et aussi : ie 

AC’=BC. DC. (3) 
D’ou, en ajoutant 


AB’ + AC? =BC><BD + BC x DC 
ou, en mettant BC en facteur, 
AB’ + AC’=BC(BD + DC) 


et, comme BD + DC=BC, on a finalement : 


rd 


AB’ + AC’= BC’. (4) 


308. — Remarguz. —- Les égalités précédentes (1), (2), (3) 
et (4) sont des égalités numériques qui ont lieu entre les 
nombres qui représentent les longueurs des segments 
AB, AC, BD, etc.,mesurés avec la méme unite. 


309. — Applications. — Le théoréme de Pythagore 
permet de calculer lun des cotés d’un triangle rectangle 
_connaissant les deux autres. 


_ Exempte I. — Calculer V'hypoténuse d’un triangle rectangle dont 
les cétés sont 3™ et 4™. 
Soit « cette hypoténuse. D’aprés le théoréme de Pythagore, on a: 
et == 32 + 42 = 9 + 16= 25. 
Dot so 
ws 25 ==, 5", 


Exempie Il. — Calculer un coté dun triangle rectangle dont 
Vautre cété a 5™,10 et l'hypoténuse 14”,90. 


Soit « le cété inconnu, D’aprés le théoreme de Pythagore, on a: 
a? + 5,12 = 14,92 
D'ots 
x? = 14,92 — 5,12 = 196, 
Dice 196 oye. 
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310. — Construction. — Construire la moyenne géo- 
métrique de deux longueurs données, a et b. 
PREMIERE CONSTRUCTION. — Sur une droite (fig. 205), 
A portons bout a bout les deux 
———<—$—__—— z segments AB=a, BC=b. 


Sur AC comme diamétre, 
décrivons un demi-cercle, et 
élevons en B la perpendicu- 
laire sur AC qui coupe le demi- 
A is Bos oe cercle en D. BD est la mo-_ 
Rig. 205. — Moyenne proportionnelle yenne géometrique cherchée ; 
entre deux tongueurs. car le triangle ADCest rectan- 
gleenD. Donec BDest moyenne géométrique entre AB et BC. 
DEUXIEME CONSTRUCTION. — A partir d'un méme point A, 
portons, dans le méme sens, Z 
sur une droite, les deux seg- 
ments AB=a,AC=6 (fig. 206). he 
Sur le plus grand des deux 
segments AB, comme dia- 
métre, décrivons un demi- 
cercle. Elevons la perpendicu- 
laire en C sur AB qui coupe 
le demi-cercle en D et joi- "ie-2°6.— Moyenne _proportionsslg 
g : 
gnons AD. AD est la moyenne 


géométrique cherchée; car, le triangle ADB étant rectangle 


5 en D, AD est moyen- 
cere neeeeteomnet?) | 110) COOIIC TEN eam 
os rc 


tre sa projection AC 
sur lhypoténuse et 
Vhypoténuse AB. 
TROISIEME CONS— 
A<-----------+ G------ ia Soy chk oe >B  rruction.— Comme 


Fig, 207. — Moyenne proportionnelle entre deux dans le cas précé- 
longueurs. 
dent, portons, dans 


le méme sens, a partir du méme point A (fig. 207), 
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les segments AB—aet AC=b. Sur BC comme diamétre 
décrivons un demi-cercle et menons de A la tangente AT 
au cercle. 

AT est la moyenne géométrique; car (n° 299) ona: 


AT’ —=ACX< AB. 


Au lieu de tracer un demi-cercle, on pourrait tracer un 
cercle quelconque passant par C et B. 


Cette troisiéme construction est moins précise que les deua 
premiéres, au point de vue graphique. 


341. — Lignes trigonométriques d’un angle aigu. 


— Considérons un angle aigu quelconque xOy (fig. 208). 
D’un point M d’un des 
cétés, Oy par exemple, 
-abaissons la perpendi- 
culaire MP sur l'autre 
cété Ox. 

Nous formons ainsi 
un triangle rectangle 


a 
OMP dont «Oy est lun 
des angles. 62 Dp pp” x 
La définition des li- 
gnes trigonométriques 
de langle repose sur le fait fondamental que voici : 


fig. 208. 


Les rapports, deux a deux, de deux cotés du triangle sont 
indépendants du choix du point M, et ne dépendent que de la 


VEN 
grandeur de langle «Oy. 

En effet, si le point M se déplace sur wOy, en M’, M”, etc... 
les divers triangles rectangles obtenus sont semblables, 
puisqu’ils ont un angle aigu commun (n° 305). On a donc, 
par exemple : 

Mat NOP ba Nie « 
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Lerapport ue reste done constant, il a toujours la méme 


valeur numérique lorsque M se déplace sur Oy. 
Ce sont ces rapports des cétés du triangle MOP, pris 
deux a deux, que l'on appelle les lignes trigonométriques 


pos 
de l'angle xOy. 


312. — Définitions. — Etant donné un angle aigu a, on 
forme un triangle rectangle dont « est l’un des angles : 

1° On appelle sinus de l’angle «, et on désigne par la no- 
tation : 

: sing 
le rapport du cété opposé a I’angle « a l’'hypoténuse. 


Ainsi (fig. 208), par définition, on a: 
elu 
sina = oy" 

2° On appelle cosinus de l’angle a, et on désigne par la 


notation : 
cosa 


le rapport du cété de I'angle droit adjacent a l’angle « a 
l’hypoténuse. 

On a donc, par définition (fig. 208), 
OP 
OM 

3° On appelle tamgente de l'angle a, et on désigne par la 
notation : 


cosa == 


tga 


le rapport du cété de I'angle droit opposé a I’angle « a 
Tautre cété de l'angle droit. 


Ona done, par définition (fig. 208), 


4° On appelle cotangente de l’angle «, et on désigne par 
Ja notation : 
cotg « 
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le rapport du cété de l’angle droit adjacent a l’angle «a 
l'autre coté de l’angle droit. 

De cette définition il résulte (fig. 208) que 
OP 
i 

Les quatres lignes trigonométriques d’un angle, ainsi 
définies, sont des nombres qui dépendent uniquement de 
la valeur de l’angle et varient avec lui. 

On trouvera, a la fin du volume, un tableau des va- 
leurs de ces quatre lignes pour tous les angles de 0° a go®, 
de degré en degré (page 376). Nous en préciserons l’em- 
ploi plus loin. : 


cotg 4 = 


343. — Théoréme. — Lorsque deux angles sont com- 
plémentaires, le sinus de l'un est égal au cosinus de I’autre,et 
la tangente de I’un est égale a la cotangente de I’ autre. 


Ceci résulte immédiatement des définitions précédentes 
et du fait que dans un triangle rectangle les angles aigus 
sont complémentaires. 

En effet, si dans le triangle rectangle OMP (fig. 208) 
Yangleen O est égal a a, langle en Mest son complément 
go° — 4, 

D’aprés les définitions ci-dessus, le rapport OM ay ala 
fois, le sinus de langle « opposé a MP et le cosinus de 
Vangle go® — « adjacent 4 MP. On a donc : 

sin « = cos(go® — «), 
s OP 
De méme, le rapport OM donne : 
COs «= sin(go® — a). 
a 
Le rapport op est, par définition, égal, a la fois, a 
tg «a= cotg(go® — a); 
OP 
et le rapport = donne enfin : 


MP 
cotg «= tg(go® —a). 
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344. — Remarour. — Les noms de cosinus et cotangente 
sont précisément formés dans le but de rappeler ce théo- 
reme : cosinus veut dire sinus du complément et cotangente 
signifie tangente du complément; co étant les deux premiéres 
lettres du mot complément. 


315. — Relations entre les lignes trigonomeétriques 
d'un méme angle. — Dés qu’on connait une ligne tri- 
gonométrique d’un angle aigu, cet angle est délerminé; il 
en résulte que les trois autres lignes trigonométriques le 
sont aussi. On doit done pouvoir calculer trois lignes tri- 
gonométriques d’un angle connaissant ia quatri¢me. 

Ceci se fait au moyen des relations suivantes : 


346. — Relation I. — La somme des carrés du sinus et du 
cosinus d'un angle est égale a 1. 


Soit, en effet (fig. 208), langle aigu « appartenant au 
triangle rectangle OMP. Par définition, ona: 


sin a= Mr 
OM 

cos a= OP . 
OM 


On en conclut : 


MP’. OP’ MP*+ 
OM OM om 
Or, d’aprés le théoréme de Pythagore (n° 307), ona, dans 
le triangle rectangle OMP, 
MP’+ OP’=OM?’. 
La somme sin?«-+ cos?a est donc égale a une fraction 


opt les deux termes sont égaux, par suite elle est égale 
. On a donc bien : 


Si sin? a+ cos?a= 1. 


sin? @ + cos? «= 


Remarque. — Nous écrivons, pour abréger, sin?a et cos?a au 
lieu de (sin «)® et (cosa)?. sin® a se lit: sinus carré de a; et costa se 
lit: cosinus carré de «.. 
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317. — Relation II. — La tangente d'un angle est 
égale au quotient de son sinus par son cosinus. 


Car, par définition (fig. 208), on a : 


_ MP _ OP 
ae OM Oe ON’ 


dou, en faisant le quotient des deux fractions, 
sin #_ MP. OM_MPxxOM 
cosa OM~-OP~ OMxOP 
Dans cette derniére fraction on peut supprimer haut et 


bas le facteur commun 
OM et il vient : 


sin« MP 
cosa OP 
MP Z 
Or, OP est, par défi- 
nition, la tangente de 
langle «. 


On a donc finalement 


(II) 


tg a. Fig. 208. 


318. — Relation III. — La cotangente d’un angle est I’in- 
verse de la tangente. 


Par définition (fig. 208), ona : 
MP =: ary 
tg¢=op et cotg *=MP 


Les deux fractions . et op sont inverses l’une de 


Vautre. On a donc bien: 


; I 
(111) OT, lat rary 


On peut encore écrire ceci : 
tga. cotga=r1. 


Bovrtet. — ELEMENTS DE GEOM. 44 
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319. — Relation IV. — La cotangente d'un angle est le 
quotient du cosinus par le sinus. 


Des relations (II) et (III) résulte celle-ci : 


(IV) cotga =< 


320. — Variations du sinus et du cosinus. — Consi- 


dérons (fig. 209) un angle GN, Prenons sur Oy un 
point M et abaissons sur Ox la perpendiculaire MP. 
Choisissons la longueur 
OM comme unité de lon- 
gueur, de telle sorte que 
OM=r; on aura alors, 
daprés les définitions 
précédentes, 


sina=MP, cosa=OP. 


Imaginons que, lasemi- 
droite Ow restant fixe, 
la semi-droite Oy tourne 
autour de O dans le sens de la fléche f. Le point M, restant 
fixe sur Oy, décrira un cercle de centre O. 

Oy coincidant d’abord avec Ow, l’angle « est nul ; M est 
en A sur Ow, et ona : MP0, OP =OA=1. Par suite; 


Fig. 209, 


sin 0° =o, cos oo —1. 


Lorsque Oy tourne dans le sens /f, langle « croit a partir 
de zéro, ainsi que l’arc AM et que l’are MAM’ double 
de AM. 

La corde MM’, qui sous-tend l’are MM’, croit avec lui 
(n° 223) ; il en est de méme de sa moitié MP. 

Par suite, sina crott en meme lemps que «. 

Il part de la valeur o pour atteindre la valeur 1, quand 
a= go°, car alors M est er B (fig. 209) etona: MP=OB=1. 

D’autre part OP, distance de la corde MM’ au centre, 
décrott quand Vare MM’ augmente (n° 485), 


2h! Soils TON) eo 
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Par suite, cos « décroit quand « crott. 

I] part de la valeur 1 pour atteindre la valeur o 
pour «== ao°, car alors, M étant en B, ona OP=o. 

En résumé : 

Quand langle « croit de 0° a 90°: 


Le sinus croit deo a1 ; 
Le cosinus décroit de 1 a o. 


Il est bon de remarquer que le sinus et le cosinus sont toujours 
des nombres inférieurs ou au plus égaux a1; et que récipro- 
quement tout nombre inférieur ou au plus égal a1 est le 
sinus dun angle et le cosinus d'un autre. y 


3214.— Variations de latangente et de la cotangente. 


— Soit (fig. 210) Pangle as = «.Prenons sur Oz une lon- 
gueur OP égale a l'unité de longueur et élevons en P la 
perpendiculaire PQ qui 
coupe Oy en M. On a, 
par définition, puisque 
OR 1, 

tec MP. 


Imaginons alors que, 
la semi-droite Ox restant 
fixe, la semi-droite Oy 
tourne autour de O dans 
le sens de la fléche ff. 
Le point M se déplacera 
sur la droite PQ. 

Oy coincidant d’abord avec Ox, M est en P, et on a: 
MP =o. Par suite, 


tg of==s; 


. 


Lorsque l’angle « croit, la longueur MP croit; par suite, 
tga croil en méme temps que «. 

A mesure que langle « s’approche de go®, le point M 
passe successivement par les positions M’, M”, etc. (fig. 210), 
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a 

et s’éloigne de plus en plus. L’angle OMP = 90° —«, com- 
plémentaire de «, décroit et tend vers zéro. 

Or, si ’on méne en O la perpendiculaire OB sur Ow, pa- 

Zs as 
ralléle 4 PM, l’angle MOB est égal 4 langle OMP = g0°—a, 
comme alternes internes. 
yon 

Lorsque M s’éloigne suivant M’, M”, etc., les angles OMP, 

Tas uN 
OM’P, OM’P, etc., diminuent et tendent vers zéro ; il en 


HOS Tox AON 

est de méme des angles égaux MOB, M’OB, M’OB, etc. 

Par suite, lorsque M s’éloigne indéfiniment, lerayon Oy 
tend a prendre la position OB et langle « tend vers go®. 

En d’autres termes, lorsque langle « tend vers go®, le 
point M s’éloigne indéfiniment et tg « crott indéfiniment. On 
dit que la tangente de l’angle de go® est infiniment grande 
et on indique cela par le symbole oo (infini), 

La cotangente, étant linverse de la tangente, varie en 
sens inverse. 

En résumé : 

Lorsque l'angle « croit de 0° & 90° : 

tga croit de o a l'infini ; 

cotg« décroit de l'infini a o. 


322. — Lignes trigonométriques de quelques angles. 
— 1° Angle de 45°. — L’angle de 45° étant égal 4 son com- 
plémentaire, on a: 

sin 45°= cos 45°. 
Or, en vertu de la relation (I) (n° 346), ona: 
sin? 459 + cos? 459= 1. 
On en conclut: 
2 sin? 45° = 1, 
I 


sin? 45°-—= - 


: 1 
$1409 ==|C0S 409 == === 0. Forni. 
v2 


VASE 
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D’autre part : 


sin 45° 


cotg 45° = te 45° — ——__ —i 5. 
&4 J cos 45° 


2° Angles de 30° et 60°. — Dans un triangle équilatéral 
ABC (fig. 211) les trois angles valent 60°. Soit AD la hau- 
teur issue de A qui partage le 
triangle en deux triangles rec- 
tangles égaux. 

Dans le demi-triangle isocéle 
ACD, ona: 


Tas wes 
DAC = 30%, ACD = 60°. 
D’ailleurs 


CD =f AGE Fig. 211. 
Par définition 
sin 30° = cos 60° = So = 0,5* 


De la relation (1) 


sin? 30° + cos* 30°=—1, 
on tire: 
: 1 3 
cos? 309 = 1 — sin? 309 = 1 —-=—-; 
4 4 
dou: 
cr pee o— V3 _ 
sin 609 = cos 30° = *— — 0,86603. 
2 


On en conclut : 


ip td ae Sg OO” © 
tg 60° = cotg 30° — con 600 


3 =1,73205, 


cotg 60° = tg 30° = 


214 ELEMENTS DE GEOMETRIE. 


323.— Resume. — Nous avons donc les valeurs principales 
que voici: 


I 
: & 
“= 4 
g Zz S 
3] z 
Giclee 
3 < 5 
2) i O 
I re) ive} 
V3 I V3 
2 y3 
I 
= I I 
V2 


324. — Tableau des lignes trigonométriques. — Par 
des procédés que l’on apprendra plus tard en trigonomé- 
trie, on a calculé les valeurs des lignes trigonométriques 
de tous les angles aigus de 0°, 0°1’, o°2', etc... de minute en 
minute. 

Dans les applications graphiques ordinaires il suffit de 
connaitre langle a 1/2 degré prés. 

Nous donnons, a cet effet, 4 la fin du volume. un tableau 
des valeurs des lignes trigonométriques de 0°, 1°, 2°, 3°, ete 
de degré en degré. 

Ce tableau a pu étre réduit de moitié grace a la remar- 
que suivante : 


Tout angle plus grand que 45° est le complémentaire d'un 
angle plus petit que 45° dont, par suite, le sinus, le cosinus, la 
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tangente et la cotangente sont respectivement éqauc au cosinus, 
au sinus, a la cotangente et a la tangente de l’angle donnée. 


On a donc d’abord dressé le tableau des quatre lignes 
trigonométriques de 0° a 45° en quatre colonnes (page 376) 
en téte desquelles sont inscrits les noms des lignes trigono- 
métriques et a gauche les angles correspondants en degrés. 

Ceci fait, adroite, dans une colonne supplémentaire, on 
ainscritles compléments des angles inscrits a gauche et, en 
bas des colonnes, on a inscritles noms des lignes ‘inter- 
verties. 

Effectivement, la premiére colonne des lignes contenant 
les sinus des angles de gauche contient les cosinus des an- 
gles de droite, qui sont leurs compléments. De méme pour 
les autres lignes. 


Exempte [. — Quel est sin31°? 


Ce nombre se trouve dans la colonne en (éte de laquelle est écrit 
sinus et dans la ligne @ gauche de laquelle se trouve 34, on trouve: 


sin 319 =: 0,51504. 


Exempce II. — Trouver tg 78°, 

Comme 78° > 45°, ce nombre se trouve dans la colonne au bas 
de laquelle est écrit tangente dans la ligne a drotte de laquelle est 
inscrit 78. C'est: 

tg 789 = 4,70463. 

Exenete Ill. — Calculer Vangle x tel que 

sin % = 0,70152. 

A cet effet nous cherchons dans les deux colonnes des sinus le plus 
grand nombre contenu dans 0,70152. Nous trouvons que c’est 0,69466 
qui est le sinus de 44°. ; 

L’angle x cherché est donc plus grand que 44°, mais plus petil 


que 45°. 
La valeur approchée a 1° pres est: 
Fis} pace gy 
Exempte IV. — Calculer un angle «x tel que 


cotg x = 0,315. 
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Nous cherchons dans les colonnes des cotangentes le nombre immé- 
diatement supérieur & 0,315. Nous trouvons que c’est 0,32492 qui 
est la cotangente de 72°. L’angle x est done supérieur 4 72° et infé- 
rieur 4 73° puisque sa cotangente est comprise entre celles de ces 
deux angles. On a done : 


x= 72°, a 1° prés par défaut. 


Dans la pratique on prend l’angle dont la ligne est la plus voisine 
de la valeur donnée soit au-dessus, soit au-dessous, sans se préoccuper 
du sens de |’approximation. 


325. — Résolution de triangles rectangles. — Consi- 
dérons (fig. 212) un triangle rectangle ABC, A étant le 
sommet de langle droit. 

Nous désignerons par a, 6, c les longueurs des trois 
cotés, a étant l’hypoténuse et b, c les cOtés opposés aux 
sommets B et C. 

Nous désignerons également par B et C les mesures en 
degrés des angles aigus du triangle, de telle sorte que 


Ba Grr oet, « 


Les cas d’égalitédes triangles rectangles (n* 242 et 245) 
nous ont montré qu'un triangle rectangle est parfaitement 
C déterminé lorsqu’on connait 
deux des cing éléments, a, 6, c,B 

et C, dont au moins un cété. 
z Il en résulte qu’on doit powvoir 
calculer tous les éléments d'un 
triangle rectangle quand on en 
A C B connait deux, dont au moins un 

cote. 
C’est ce que l’on peut faire au 
moyen des théorémes suivants, qui sont d’ailleurs des 
conséquences immédiates des définitions du n° 342, 


Fig. 212, 


326. — Théoréme. — Dans un triangle rectangle un coté 
de l’angle droit est égal al'hypoténuse multipliée par le sinus 
de l'angle opposé ou par le cosinus de langle aigu adjacent. — 
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Car, par exemple, par définition du sinus (fig. 212), 
ona: 


: ACt™b 
sinB= 5a=7 

On en tire : 
basin bs 


On a donc, dans le triangle ABC, les quatre relations sui- 
vantes : 
(=O MNM ys WC COSC- 
c=asinG, ¢=a cosB. 


327. — Théoréme. — Dans un triangle rectangle un cété 
de l’angle droit est égal a l’autre cété, multiplié par la tan- 
gente de l’angle opposé au premier cété ou par Ia cotan- 
gente de l’angle aigu adjacent. 


Car, par exemple, par définition de la tangente d’un 
angle, on a (fig. 212): 


ING (0 
B=— =-. 
‘% IB) & 
D’ot Von tire : 
= Ccite'B: 


On a donc, dans le triangle rectangle ABC, les quatre 
nouvelles relations : 
D—=COtl BO == CiCOLe Gy 
¢=—0 teC), c= 0 cote B, 


328. — Exercice. — Dans un triangle rectangle ABC on 
connatt : Vhypoténuse a= 3",25 et un angle aigu B = 37°. 
Calculer les autres éléments. 

On a (n° 326) : 

64 sinB =3,5 >< sin 39°. 

La table (page 376) donne 

sin 37°=0,60182. 


Donec : 
Ui=53 525 >< 0,6018a3 195: 
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De méme (n° 326) 
€=00C0S B=3,20 -<e0Sa7., 
cos 379° —0,79864, 
C33, 2015070904 —— 2200). 
Enfin l’'angle C est le complément de B: 
G225383 
329. — Exercice. — Dans un triangle rectangle ABC, on 
connait les deux cdtés de langle droit 
esopenitse oe (Orr RY 
Calculer les autres éléments. 


L’angle B est donné par sa tangente (n° 327) 
5 


ge Deen gTD ot, 
GS = 1,4803. 


Les tables donnent, a 1° prés par excés, 
B= 56°, 


en prenant le- nombre de la table le plus voisin de 1,4803, 
soit au-dessus, soit au-dessous. 
On en conclut : 


C= 35he. 
L’hypoténuse a est donnée par : 
b=asin B, 
dot on tire : 
OP Sb re aa 3 
o= sin sind 0,894 Tre 
Remarque. — On aurait pu calculer Phypoténuse a au moyen de la 


formule de Pythagore 
a= Vb? + 3. 


Il est facile de voir que ce calcul serait beaucoup plus long que le 
précédent, car il exige deux multiplications, une addition et une 
extraction de racine carrée. 
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330. — Projections orthogonales. — Théoréme. — La 
projection orthogonale d'un segment sur une droite est égale 
au produit de ce segment par le cosinus de I'angle aigu qu'il 
fait avec la droite. 

Soit AB un segi..ent (fig. 213) et A’B’ sa pro ecuoy sur 
une droite xy. Menons 
par A la parailéle AC a 
ay qui coupe BB’ en C. 


vgs 
L’angle CAB =< est l’an- 
gle de AB avec wy. Dans 
le triangle rectangle ABC 
on a (n° 326) : 
AC=AB cos« ; 

D’autre part, AC et A’B’ 
sont égaux comme cétés opposés d'un rectangle. On en 

conclut : 


Fig. 213. 


A’B’=AP cosa. 


3311.— Lignes trigonométriques d’un angle obuus. 
— Nous supposerons ici que lon connaisse les nombres néga- 
tifs?. 

Les valeurs des lignes trigonométriques d’un angle 
obtus résultent de la définition suivante : 


Deux angles supplémentaires ont méme sinus,et des cosinus, 
tangentes et cotangentes respectivement opposés. 


Ainsi les angles de 30° et 150° étant supplémentaires, on a : 


sin 150° =sin 30°.= A 
2 
V3 
cos 150° = — cos 30°= — —> 
2 
I 
tg 150° = — tg 30° = — ye 
cotg 150° = — cotg 30° = — 73. 


1. Les n°* 334 a 338 sont destinés aux éléves de Premiére A et B. 
2. Voir nos E/éments ou notre Précis d'algébre, Chapitre 1, 
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332. — Théoréme. — Dans un triangle quelconque le 
carré d’un coté est égal a la somme des carrés des deux autres 
A cétés, augmentée ou diminuée du 


double produit de I’un de ces co- 
tés par la projection de I autre 


ys 5 sur lui, suivant que l’angle opposé 
au premier coté est aigu ou ob- 
tus. 
— 1° Soit ABC un triangle quel- 
B c C conque et AD Ja hauteur issue 
Fig. 214. ; 


de A. Supposons d’abord langle 
C opposé au céoté AB aigu. Le point D tombe alors 
(fig. 214) entre B et C. 

Dans le triangle rectangle BAD, ona : 


(1) AB = BD’ + AD’. 
D’autre part, dans le triangle rectangle ACD, on a: 
iG AD*= AC? — CD? 
ct, le point D étant entre B et C, on a aussi : 
BD=BC—CD, 
dou, en élevant au carré : 
(3) BD’= BC’+ CD’— »BCX< CD. 


En ajoutant, membres a membres, les égalités (2) et (3), 
on en conclut : 


AD’ + BD’=AC’ — CD’ + BC’ ++ GD’ — 2 BC CD. 


_ En simplifiant, et remplagant AD*+ BD’ par sa valeur 
AB’, il vient : 


(4) AB’=AC’?+ BC’— 2BC XCD. 


CD étant la projection du coté AC sur BC, cette égalilé 
est bien conforme a l’énoncé. 
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2° Supposons (fig. 215) langle C obtus. Dans ce cas, 
le point D tombe quelque part 


sur le prolongement de BC, 
au dela de C. 
On a encore les deux éga- c 
lilés : 
(1) AB?=BD’?+ AD? 
et B RRS, D 
(2) AD ==AC CD. Fig. 215. 
Mais ici, C étant entre B et D, ona: y 
BD=BC+CD, 
d’ou, en élevant au carré, 
(5) BD’=BC’-+ CD*+ 2BC x CD. 


Ajoutant, membres 4 membres, les égalités (1), (2) et (5) 
et simplifiant,il vient : 


(6) AB’ =AC’+ BC’ + 2BCXCD. 


333. — REMARQUE. — Lorsqu’on se sert des lignes 
trigonométriques pour évaluer la projection CD, les deux 
théorémes précédents se condensent en un seul, qui est le 
suivant. 


334. — Théoréme. — Dans un triangle quelconque, le 
carré dun cété est égal a la somme des carrés des deux 
autres cétés diminuée du double produit de ces deux cétés 
par le cosinus de l’angle compris. 


En effet, CD, étant' la projection de AC sur BC, est 
égal au produit de AC par le cosinus de l’angle aigu que 
fait AC avec BC. 

1 Si langle C du triangle est aigu (fig. 214), on a: 

CD=AC. cosC 
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ie) 
| 


Remplacons CD par cette valeur dans l’égalité (4) et elle 


devient : 
AB*= AC’+ BC*—2BC.AC. cosC. 
2° Si angle C du triangle est obtus (fig. 215), l’angle 


ras 
aigu ACD que fait AC avec BC est le supplément de langle C 
du triangle. On a alors: 


CD=AC cos (180°—(C); 
mais, par définition (n° 334), 
cos (180°— C)=— cosC; 


on en conclut : ’ 
CD =— AC.cosC, 


et, en portant cette valeur de CD dans légalité (6), on 
obtient la méme égalité que plus haut: 


AB’= AC’+ BC’— 2BC.AC. cosC. 


335. — Formules. — Désignons par a, b, ¢ les lon-- 


gueurs des cétés du triangle ABC respectivement opposés 
aux sommets A,B,C, et par A,B, C les angles, évalués 
en degrés : 
A+ B+C= 180°, 


En appliquant successivement le théoréme précédent 


aux trois cotés du triangle, on obtient les trois formules 
suivantes : 
( a?= b? + & —2be cosA, 
b?=c? + a?— aca cosB, 
| c?=a?+ b?—.ab cosC. 


Elles permettent de calculer le troisiéme céoté d’un 


triangle connaissant les deux autres cétés et langle com- | 


pris. 
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336. — Théoréme. — Dans un triangle quelconque, les 
cétés sont proportionnels aux sinus des angles opposés. 

Soit ABC un triangle et AD la hauteur issue du 
sommet A. 

1° Supposons tous les angles du triangle aigus (fig. 214). 
Dans les triangles rectangles ABD et ACD on a alors 
(n° 326) : 

(1) AD=AB. sinB, 

(2) AD=AC, sinC. 


2° Supposons langle C obtus (fig. 215). L’angle ACD du 
‘triangle ACD est alors le swpplément de Vangte C du 
triangle. Dans les triangles rectangles ABD et ACD ona 
alors : 
AD=AB sinP, 
AD=AC sin (180°— C)= AC sin C, 


puisque deux angles supplémentaires ont, par définition, 
méme sinus. 

En résumé, dans les deux cas, on a les mémes éga- 
lités (1) et (2). Egalons les deux valeurs de AD, on obtient: 


AB sinB=AC sin C, 
dot Von déduit: 
AB bu AC ; 
sinC sinB 


On prouverait de méme que 


PCa Ab 
sinA sin 


On a donc bien : 
BG _ AC _ AB. 
sinA sinB sin 
337. — Formules. — Désignant, comme plus haut, par 
a, b, cles longueurs des cétés du triangle, ona: 


GaN = PROT © te 
Aree | ony Sie 
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Elles permettent, connaissant un cdté et deux angles, de 
calculer les autres cétés, car si on connait a, B et C, on 
connait de suite A—180°—(B-+C) etles formules ci-des- 
sus donnent : 


pe sin Be __asin€ 

Sa om een 
338. — Exercice. — Dans un triangle on connait un cété 
a= 37™,28 et deux angles : B=38°, C= 73°. — Calculer les 


autres éléments du triangle. 
Le troisiéme angle est : 
A= 180° — (380 + 730) == 799. 
La table (page 376) donne : 
sin A= sin 79°—o0,98163, 
sin B=sin 389°—0,61566, 
sin C=sin 73°=0,95630. 


Ona donc: 
p—@sin B__ 37,28 <0, 61566 __ 23,38: 
sin A 0,98163 
_ asinC 37,28 <0,95630___, 
Se tsin Aa 0,98163 cree 
34. — Polygones réguliers. — Circonférence 
du cercle. 
339. — Définition. — Une ligne brisée convexe est dite 
réguliére lorsque tous ses angles sont égaux ainsi que ses 


cétés. 

Un polygone régulier convexe est une ligne brisée convexe 
~éguliére fermée. C'est un polygone qui a ses angles et ses 
cétés égaux. 


340. — Théoréme. — Toute ligne brisée réguliére con- 
vexe est inscriptible dans un cercle. 
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Soit, en effet, ABCDE (fig. 216) une ligne brisée réguliére 


convexe, On a: 
AB=BC=CD=DE; 


et les angles sont égaux : 


ya ve “s 
ABC=BCD=CDE, 


Par les trois points A, B, C, il passe un cercle. Nous 
allons prouver que ce cercle passe également par les 
autres sommets D, E de la ' 
ligne. En effet, soit O son 
centre et OL la perpendicu- 
laire au milieu de Ja corde 
BC. Sil’on fait tourner le qua- 
drilatéere OIBA autour de OJ 
comme charniére, le point B 
vient en son symétrique C. 
A cause del’égalité des angles 


' 
’ 


BI et ICD, et comme AB “His. 216. — Ligne brisée régulicre 
et CD sont du méme coté de BC, la semi-droite BA prendra 
Ja direction CD. Enfin, puisque BA==CD, le point A 
tombera en D. Les deux segments OA et OD coincident; 


ona donc: 
OA= OD, 


et je cercle passant par A, B et C passe aussi par D. 
Cela revient 4 dire que le cercle passant par trois som- 
mets conséculifs de la ligne passe par le suivant. Par 


‘suite, le cercle, passant par B, C et D, passe également 


par E; et ainsi de suite. 


344. — Corollaire. — Tout polygone régulier convexe est 
inscriptible dans un cercle. 


Car le polygone est une ligne brisee fermée, 


fy 


Bounver. — Miutmenrs ou chou. 45 


> <a 
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342. — Construction d’un polygone régulier con- 
vexe. — Soit ABCDE un polygone régulier convexe 


(fig. 217) et O le centre du cercle circonscrit. 

Les cordes AB, BC, CD, etc. étant égales, les ares sous- 
tendus AB, BC, CD, ete. sont 
aussi égaux. 

Il en résulte que les sommets 
A, B, C, D, E du polygone 
partagent le cercle en un cer- 
tain nombre de parties égales. 

Inversement, imaginons qu'on 
ait partagé le cerele en un 
certain nombre de parties éga- 
les et soient A, B, C, DL E 
(fig. 217) les points de division. Si nous les joignons dans 
Yordre ou ils se succédent sur le cercle, nous obtenons 
un polygone régulier ABCDE car : 

1° les cétés sont égaux comme cordes sous-tendant des 
arcs égaux; 

2° les angles sont égaux comme étant inscrits et ayant 
méme mesure. 


Fig. 217. — Polygone régulier. 


La construction Cun polygone régulier convexe de n cotés 
revient done 4 partager le cercle en n parties égales. 

343. — Remarove. — Joignons les sommets A, B,C, ete. 
au centre O du cercle Mche- a5 appelé aussi cenire Be 


polygone; les angles NOB, BOC, COD, ete. sont égaux” 
comme ayant méme mesure. 

Sin est le nombre des cétés du polygone, on a ainsi n 
angles égaux autour de O. Leur somme vaut (n*403) 360°. 


Chacun d’eux vaut —— 


L’angle au centre d’un polygone régulier convexe den cétés 


360° 
est égal a —— 


1 > se @ 2s 
_—— j 7 
y 
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Si Von fait tourner Ja figure (fig. 217) autour du centre O 
d'un angle égal 4 Vangle au centre du polygone, le cercle 
circonserit glisse sur lui-méme, le sommet A vient en B, 
Ben C, C en DV, ete. Le polygone coincide avec lui-méme. 
Cola met bien en évidence qu'il est régulier. 


344, — Théoréme. — Deux polygones réguliers convezes 
dun méme nombre de c6tés sont semblables. 

Car si on les transporte de facon 4 étre concentriques et 
4 ce que les angles au centre (qui sont égaux) coincident, 
Jes deux polygones sont homothétiques par rapport au 
contre commun. z 


345, — Carré. — Le polygone régulier de quatre cétés 
est le corré, 

D’aprés ce qui précéde, pour construire un carré inscrit 
dans un cercle,il faut partager B 


le coerce en quatre parties 
tgales, 
Il suffit, 4 cet effet, de con- 
sruire deux diamétres AC et C 
BD rectangulaires (fig. 214); SS 


ils partagent (n* 105) Je cercle 
en 4 quadrants. 


346. Cancun pu cork. —Soit “ 
a \e c6lé du carré ABCD in- 
sevit dans je cercle de rayon fi. 
Dans le triangle rectangle isocéle OAB (fig. 218) on a, en 
vertu du théoréme de Pythagore, 


AB’ = 0A’ +- OP" 


Vig. 21%. — Cané. 


Ou: 
Of =P? 4+- Re = 2 R?. 


En extrayant la racine carrée 


a=PRy2. 
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347. — Draconace.— La diagonale du carré est le double 
du rayon. Cest donc : 


2n— =- —éy?2- 
2 


D‘ailleurs, directement, dans le triangle isocéle ABC, 
ona: = 
AC*—AB _ BC? —a?+ at=2a?, 
AC==«¢@ 


348. — Remarove. — Nous avons la un premier exemple 
de deux grandeurs incommensurables entre elles. 


Le cété Tun carré et sa diagonale sont deux segments 
teommensurables enire eux. 


En effet, nous venons de prouver que le carré du rap- 


> 


port ae de la diagonale au cdté est égal A. Or, il nya 


aucun nombre entier ou fractionnaire dont le carré soit 


> 


exactement égal a a. Lerapport aE nestégal ni Aun nombre 


entier ni 42 un nombre fractionnaire, il est dit trretionne!. 


Pratiquemeni, comme nous l'avons vu (n* 245), on ne. 


peut que caleuler des valeurs approchées de ce rapport, 
mais on peut toujours calculer assez de décimales pour 
que lerreur commise soit pratiquement négligeable. On 
aura ici les valeurs approchées en extrayant la racine 
carrée de 2, on aura donc : 

AC : ah . 

AB = 1, 4142 (a epee pris) 


= 


349. — Hexagone régulier. — Le cété d'un hexagone 
régulier inscrit dans un cercle est égal au rayon de ce cercie. 


Soit ABCDEF (fig. 219) un hexagone régulier inscrit dans 
un cercle de centre O. 


. Pax 360° 
L’angle au centre AOB vaut ve = 6o*. Par suite, dans le 


So) SS es Se 
x a 


ar ee a a 
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triangle isocéle OAB, les deux angles a la base A et B valent 
chacun 

130° — 60° Sy 

Le triangle AOB est donc équilatéral puisque ses trois 

angles sont égaux, et on a : 
AB=OA. 

De 1a résulte immédiatement 
la construction d'un hexagone : \7 

régulier inscrit : ¢ 


AJ——~ 8 


On porte successivement,6 fois, 
sur le cercle, une ouverture de 
compas égale au rayon, et D 
Von revient ainsi av point de "ig. 2x9. — Hexagone régulier. 
déport. Le cercle est diiisé en 6 parties égales et, en joignant 


les pownts de division, on a Vheragone régulier inscrit. 


350. — Triangle équilatéral. — Pour avoir le triangle 


Be 

ss équilatéral inserit dans un cercle, A D 

WU suffit de partager le cercle en 

_ 6 parties égales et de joindre les 

_ pots de division de deux en 

 ~devn. B 
4 

354. — CaLcut pu coTt. — 

| Soit a le cété du triangle équi- : 

latéral ABC (fig. 220) inscrit C 

_ dans le cercle de rayon R. Fig. 220. — Hexagone régulier et 


triangle équilatéral. 


D étant le milieu de l’are AB, 
Ja figure OADB est un losange comme ayant les quatre 
cotés égaux. 

Les diagonales AB et OD sont donc rectangulaires et se 
coupent en parties égales (n° 225). 

Dans le triangle rectangle AOI ona 


Al’=AO’ — n¢ 
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Or: AC = Ris o1=*. 
oo eatin 
Done Al =R?— — =—» 
4 4 
IR 
ct Al= Ve. 
2 
Comme AB = AT 
on en conclut a=Ry3. 
Le rapport “ du cété du triangle équilatéral au rayon 


R 
du cercle circonscrit est encore trrationnel. Ces deux lon- 
gueurs sont incommensurables entre elles. 


352. — Construction. — Connaissant un polygone régu- 
lier convexe inscrit dans un cercle, construire le polygone 
régulier’ convexe d'un nombre 
double de cétés, inscrit dans le 
méme cercle. 


Soit ABCD un polygone ré- 
gulier inscrit dans le cercle 
de centre O. Pour avoir le po- 
lygone dun nombre double 
de coétés, il suffit de partager 
les arcs AB, BC, etc. en 
deux parties égales. A cet ef- 
fet, on méne la bissectrice AE 


Pan 
de langle au centre AOB 
(fig.221) quicoupelare AB en son milieu E. II suffit alors 
de porter successivement & partir de A Vouverture de 
compas égale a AE. 


Fig. 221, — Carré et octogone ré- 
gulier. 


La fig. 221 donne un octogone régulicr obtenu en doublant le 
nombre des cétés dun carré. 

En partant du carré et doublant le nombre des cétés 
plusieurs fois de suite, on obtient ainsi les polygones 
réguliers de 8,16, 32, 64 cotés, etc. En doublantle nombre | 
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des cotés de Vhexagone régulier, plusieurs fois de suite, on 
obtient les polygones réguliers de 12, 24, 48 cétés, etc. 


353. — Pavage régulier. — On dit que l’on peut for- 
mer un pavage réguler avec 
un polygone régulier s'il est 
possible de couvrir, sans lais- 
ser d’espace non couyvert, une 
portion du plan avec des po- 


TINIXTS toa 
ygones réguliers éyauc jux- 


taposés. Fig, 222, — Pavage régulier. 


¥ 
Si un tel pavage est possible (fig. 222, 223, 224), le som 

met A d’un des polygones est le centre d’une étoile régu- 

liére de rayons formés par les cétés des polygones qui y 

aboutissent. S’il y a p poly- 

gones aboutissant en A, les 

angles de ces p polygones 

forment autour de A _ une 

somme égale a 360°, Comme 

ils sont égaux, chacun d’eux 

360° 


vault 


: Fig. 223. — Pavage régulier. 
Pour qwon puisse faire un 


pavage avec un polygone régulier, il faut done que Vangle 
de ce polygone, exprimé en degrés, soit un diviseur de 360, 

Cela suffit évidemment. 
’ , ; 360 
Or, langle du triangle équilatéral est de Gof cee 

On peut done (fig. 222) former un pavage de triangles 
équilatéraux; et aut ur de chaque sommet A se groupent 
6 triangles. 

; 360 

L’angle du carré est de go°= agi 

On peut done faire un pavage de carrés (fig. 223); et 
autour de chaque sommet A il y a 4 ca”rés. 
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360 
L’angle de l'hexagone régulier est de 120° = 


On peut -done aussi paver 
avec des hexagones réguliers 
(fig. 224); et autour de chaque 
sommet A il y a 3 tels hexa- 
gones. 

Les cas précédents sont d’ail- 
leurs les seuds cas possibles de 
pavage avec le méme polygone 

Fig. 224. — Pavage régulier. régulier. 

On peut faire des combi- 

naisons de pavage avec des polygones différents. 


354. — Longueur d’une courbe. — Si l'on imagine 
qu’une courbe soit formée d’un fil flexible et inextensible, 
et si on tend ce fil, on obtient un segment rectiligne 
dont la longueur est ce qu'on appelle la longueur de la 
courbe. 

Lorsque la courbe est fermée, on appelle quelquefois la 
longueur fotale de la courbe du nom de circonférence de la 
courbe fermée, quoique ce mot « circonférence » soit le 
plus souvent réservé au cercle. 


La circonférence d'un cercle est la longueur totale de ce 
cercle. 


355. — Principe. — Le rapport de la circonférence d'un 
cercle a son diamétre est un nombre constant que l'on désigne 
par la lettre grecque x. 

En d’autres termes si les circonférences de divers 
cercles sontC, C’, C’”, etc., et les longueurs de leurs dia- 
métres D, D’, D” etc., ona: 

CreGase: 
D=pDp*— etc. 

La valeur commune de ces rapports est le nombre = (ce 

qui se prononce pi). 


Ue principe résulte presque intuitivement du fait que deux cercies 
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queleonques sont semblables (n° 290). Par conséquent, le rapport ; 


se conserve par similitude (n° 302). 
356. — Nombre x. — Le nombre = est un nombre irra- 
tionnel. ; 


On ne peut donc en donner que des valeurs approchées. 
Sa valeur approchée, par défaut, avec 14 décimales 


exactes est : 
mt = 3,14159265358979. 


Celle de son inverse est : 
~ == 0,31830988618379. Z 


Dans les calculs pratiques on se contente de prendre 
comme valeur approchée de x= la valeur approchée par 
exces ; 

T— at y1Os 


el pour : la valeur approchée par défaut : 
* =0,3183. 
Tk 
qui sont, en général, largement suffisantes. 


357. — Calcul de la circonférence d’un cercle. — 
Soit C la circonférence d’un cercle de diamétre D et de 
rayon R. Ona: 


—, 

De bd 
dou 

C=cD. 


La circonférence d'un cercle est égale au produit de soi. 
diamétre par 7. 


Exempte. — La circonférence d’un cercle de 10™ de diamétre est : 


C— 1Orti——o rns 
358. — Comme 
¢ si 


on en conclut : 
c= an ny 
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La circonférence d’un cercle est égale au produit de son 
rayon par 27. 


359. — Rectification approchée du cercle. — Recti- 
fier une courbe c’est trouver un segment rectiligne de 
méme longueur que cette courbe. 

Nous avons vu (n* 354 et 345) que si R est le rayon 
d’un cercle, le cété du carré inscrit dans ce cercle est : 


a=Ry2, 
el le coté du triangle équilatéral inserit est 
Comme a 3 
V2=1,414, V3= 1,732, 


on en conclut que 

a+ b=R(V2-+ 3) =3,146 R 
est une valeur approchée par excés de la demi-circonfe- 
rence du cercle. 

La somme des cétés du carré et du triangle équilatéral 
inscrits dans un cercle est une valeur approchée par excés 
de la demi-circonférence de ce cercle. 

Cette rectification approchée est trés suffisante dans les 
applications du dessin graphique ordinaire. 

En voici une plus approchée indiquée par M. Isely: 

On divise le diamétre D en 5 parties égales. On construit 
un triangle rectangle dont les cétés de l’angle droit contien- 
nent respectivement 6 et 3deces parties. Le périmétre de ce 
triangle est une valeur approchée de la circonférence du cercle. 


En effet, les cotés de langle droit étant: 


6 
b= D, fee D, 
a 


or be 


Vhypoténuse est: #1 a 
a=FFe=\/2 p=3¥5 D. 
29 re) 
Le périmétre a donc pour yaleur : 


3 - 
a+b+e=3|3+vi| D=3,14164 D. 
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Sur un cercle de 100 métres de diamétre, la construc- 
tion ne fait pas une erreur de 1 cenlimétre. 


360. — Calcul de la longueur d’un arc de cercle. 
— Le calcul de la longueur d’un are de cercle se déduit de 
la circonférence par une application de la régle de trois. 

Exempte. — Calculer, dans un cercle de 3™ de rayon, la longueur 
@un are de 15 degreés. 


La circonférence du cercle est: 


DES 2 1, B4Q0: 2 
Cette circonférence contient 360°. Donc: 
ialongueur de,o0e°, étint... 2... c.=n- 18" 8496 
La‘longueur de-1® est... 20.65.2050. 18, 8496 
= 360 
Pa toponeur de a5° O86... s o's.0.0y08: 2 s9> cic = “aioe 15, 
60 


La longueur cherchée est donc: 


18,8496 facade 
reyes =o 7834. 


EXERCICES PRATIQUES 


§ 4. 


285. Sur une droite, porter AB—=48, BC= 12, Bentre A et C. Sur AC 
comme diamétre, décrire un cercle, et tracer Ja demi-corde BD perpen- 
diculaire a AC. Vérifier que la moitié de BC est une commune mesure 
a AB, 4 BD et au rayon du cercle; trouver d'autres communes mesures a 
BC et BD, a BD et a BA, 4 BD et au rayon. 

286. Construire le triangle ABC, ayant AB—48, AC=30, angle 
A= 60%, et voir si une longueur de 6 est commune mesure aux trois colés 
du triangle. 

287. Tracer une droite XY d’environ 185 de longueur : 4 une extré- 
mité, marquer un point B; prendre, sur XY, BA=72. 

Construire les points C, et D, (C, entre A et B), tels que 

UAE UNE 


C,3 =D, B= a? 
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verifier les positions de C, et D, en calculant C,B et D,B; verifier aussi 
qu’en désignant par I le milieu de AB, on a 
IC, >< ID, = 1296. 


Décrire un cercle sur C,D, comme diametre. 
Déterminer de méme les points : 


I 
Cg et Dz correspondant au rapport = 
Cs et D : 
3 OU Ds a 
Cy et D : 
e — — 

4 4 z 
Cx et Ds = 5 
7 

C, et De — h 


Vérifier aussi par le calcul les positions de tous ces points, en cherchant 
les mesures de CyB et DaB ( n=1, 2,.... 6), et voir si IGn>< ID, est 
égal chaque fois a 12096. 

Décrire les cercles sur tous les diamétres C,D,, les couper par le cercle 
de diamétre AB, et voir que la droite joignant le pot I a un point de ren- 
contre est tangente au cercle Cy Dp. 

288. Construire le quadrilatere convexe ABCD; AB—62; AD=54; 
BC = 16; angle A= 50°; angle B= 103°. Prolonger AB et DC jusqu’a leur 
intersection E, et de méme AD et BC jusqu’en F. Mener AC, DB, EF ; 
AC coupe DB en G, EF en H; EF coupe DB en K. 

Vérifier les égalités : 


GC HC 
Gay HA 
GB KB 
GD KD 
HE KE 
HF KF 


289. Soit AB un segment de go millimétres. Partager ce segment en 
parties proportionnelles aux nombres 3, 5, 7, 9, 12. 

Opérer selon les indications du cours; ou mieux, tracer AA a peu prés 
perpendiculaire & AB; puis, observant que les nombres donnés fournissent 
successivement les sommes 


3, 8) 9055) oyeeoos 


mettre le zéro du décimétre en B, et apporter sur AA un trait de division 
numerotée par un multiple du dernier nombre, 36; par exemple 4 fois 36. 
Le décimétre représentera la droite AF de la figure 191 ; il est inutile de 
tracer cette droite : il suffit de marquer les points numérotés par 


4 fois 3, 4 fors 8,..... 4 fors 36, 
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et de mener par ces points des paralléles 4 AA. Inutile de tracer ces parai- 
léles; marquer seulement leurs rencontres C,D, B, F avec AB. 

Mesurer directement AC, CD, DE, EF, et voir si les résultats concordent 
avec ceux que donne le calcul (partage en parties properonneles 

Vérifier que 

cD + DE=FB 
BE ==3AC 
FB — EF = AC, ete. 


; BR 
290. Construire un angle quelconque XOY. Sur OX, porter dans le méme 


sens: 
OA=70; OB=95. 


Sur OY, porter dans le méme sens : 
OG==55-7 0D ss) 


Vérifier que AC est paralléle 4 BD. 
2941. Dans la figure précédente, appeler I le point de rencontre de AD et 


< 


: 1A IC 
de BC, et déterminer la valeur des rapports 1D’ 1 . (On doit trouver 


14 -) 
19 

292. Soit Koy un angle quelconque; porter sur OX et dans le méme 
sens : 


OA = 40; OB=06. 
Sur OY et dans le méme sens : 
OCj== 355,085. 


Voir si AC et BD sont paralléles. Sinon, modifier par construction 1é 
position du point D, et calculer la mesure exacte du nouveau segment OD’, 
293. Tracer le cercle 0, de 40 de rayon; du centre 0’, 4 6o de O, tra- 
cer un second cercle de 50 de rayon, coupant le premier en A. Mener par A 
une sécante qui coupe une seconde fois le cercle O en C, le cercle O’ en D, 
et de maniére que 
AC _ 19 
ND Mi 
Observer pour cela qu’en projetant O et O’ en O, et 0%, sur CD, on a 
aussi 


AO, 19 
INO - 10) 


et gu’en menant AE paralléle a O0,, c’est-a-dire perpendiculaire a CD, 
jusqu’é sa rencontre E avec 00’, on a encore 


EO 19 
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Employer de méme le point E’ tel que 
E’0 19 


EY in 
294. Soit XOY un angle queleonque; prendre sur OX et dans Je méme 


sens : 
OA =o: OB bo! 


Couper OY en D et C par AD et BC paralléles 4 une direction quel- 
conque; couper OX en E par CE paralléle a DB. Mesurer AE. 

Voir et démontrer que OB est moyenne proportionnelle a OA et OE. 

295. Construire et calculer une quatriéme proportionnelle a 3 longucurs, 
qui ont 36, 42, 24. Voir que, si on change l’ordre dans lequel ces longueurs 
sont données, on trouve trois résultats différents, dont le produit est égal 
au produit des trois longueurs données. 

296. Construire le triangle ABC, ayant AB=4o0, BC=—63, CA= 72; 
tracer le cercle circonscrit, et prendre ses intersections E et F avec la per- 
pendiculaire 4 BC en son milieu, pour avoir les bissectrices intéricure ct 
extérieure AE et AF de |’angle A. Mesurer Jes segments DB et DC, D’B et 
D’C que ces bissectrices déterminent sur la droite BC, et vérifier que 


NBs 2 DIB 
DC D/C a 
(On doit trouver : DB= 22,5; DO = 40,5; D’)B= 78,75; D’C= 141,95.) 
Vérifier en outre que le cercle décrit sur DD’ comme diamétre est le 
[Bio 
MC 9 
297. Marquer un point 0 vers l'un des bords de la feuille de dessin; 
supposer qu’une droite D, paralléle & ce méme bord, soit & 2 métres du | 
point O. Tracer par le point O des droites qui, si on pouvait les prolonger 
assez loin, rencontreraient D en des points équidistants, avec intervalles 
de 1 métre. 
298. Tracer deux droites paralléles A’ et A, & 55 l'une de l'autre ; mar- 
quer sur A les points A, B, C, D, E, le premier arbitraire, les autres en 
allant a droite de A, de maniére que 


AB==30;3 BO=s363-0D = 49) DR Sairas 
marquer de méme sur A’ les points A’, B’, C’, D’, BE’, en prenant arbitrai- 
rement A’, les suivants & gauche de A’, de maniére que 
AY Bia 95:: BOs So. CUD! = 3h ah —— 16s 
Vérifier que AA’, BB’....., EE’ passent par un méme point 0, A 30 de A, 
a25de A’. 
299. Reprendre Ja méme construction, en portant B’, C’, D’, EB’ & droite 
de A’, de maniére que 
AB 10% Bi CC 15 ICR hy eB comer 
On aura un point 0’ & 27,5 de A’. 


5 
z 


lieu des points M tels que 
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EXERCICES THEORIQUES. 


cua : 


300. Si par Je milieu E du cété AC on méne la paralléle a la bisseetrice 
BD de langle B d’un triangle ABC, cette paralléle rencontre les cotés AB 
et BC en F et G tels que AF =CG. 

304. Construire un triangle connaissant deux cétés et la, bissectrice de 
Vangle formé par ces cétés. 

302. Le point de concours des diagonales d’un trapéze divise ces lignes 
en parties proportionnelles aux bases. 

303. La paralléle aux bases d’un trapéze, limitée aux cdtés n6n paralléles 
et menée par le point de concours des diagonales, est divisée en deux parties 
égales par ce point. 

304. Par un point quelconque Pde la base BC d’un triangle ABC, on 
mene Ja paralléle a la médiane AD; elle rencontre les cétés AB et AC aux 
points M et N. Démontrer que la somme PM-+ PN est constante quelle 
que soit la position du point P entre les sommets B et C. 

305. Tracer dans Je plan d’un triangle une droite telle que les distances 
des trois sommets a cette droite soient proportionnelles 4 3, 4 et 5. 

306. On donne trois droites concourantes OX, OY, OZ et un point A; par 
ce pomt on mene la droite EF, paralléle 4 OX, coupant OZ en KE et OY enF; 
puis une droite quelconque BAD rencontrant OZ en B, OY en C ect OX 
en D. Montrer que, quelle que soit cette droite, on a toujours : 

AC DC AF 
AB’ DB~ AE 

307. Par le sommet F d’un parallélogramme ABCF, on méne une sécante 
quelconque qui rencontre AB en D et AC en E, B entre A et D. 
Démontrer que l’on a : 

BD , CE 
Dat EA~ 


308. Par le sommet A d’un parallélogramme ABCD, on méne une droite 
quelcongue rencontrant BC en M et CD en N. Démontrer que le produit 


BM>< DN 
est constant. 
309. Par le sommet C d’un parallélogramme ABCD, on méne une 
sécante qui rencontre la diagonale BD en M et les cdtés AD et AB respec- 
tivement en F et E. Démontrer que |’on a : 


Mc? = ME MF. 
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EXERCICES PRATIQUES. 


2, 


Sr 


340. Soit D une droite, O un point a 48 de D. Construire les figures 


ae 4 : 3 
directement homothétiques & D par rapport au point QO, avec le rapport => 
9 

IT : : : 2 
puis avec le rapport = Construire aussi la figure inversement homothé- 


3 
tique & D par rapport & O avec le rapport a 


344. Soit un triangle ABC, rectangle en A, avec AB—=40, AC= 54; 
construire A’B’C directement homothétique & ABC par rapport & C, avec le 


rapport ; ; construire A” B’C” inversement homothétique & A’ B/C par rapport 


3 : é 
a B’ avec le rapport ri Voir que ABC et A” B/C” sont inversement homo- 


thétiques, construire leur centre dhomothétie, et déterminer leur rapport 
d homothétie. 

342 Construire le pentagone non convexe ABCDE, ayant AB=6o; angle 
B=100°; BC—5o0; angle C—65°; CD —4o; D et A dun méme cété de 
BC; angle D = 80°; E sur le prolongement de CB, B entre EB et C. 

Construire l'inyersement homothétique A’B’C’D’/R’ de ce polygone par 


rapport au point de concours Ode AC et de DB, avec le rapport — ; vérifier 


OB 
OD 
que C’, B’, E’ sont sur une méme droite paralléle & BC. 

343. Soient O et O% deux points dont la distance est 60; décrire les 
cercles O et O’, de rayons 30 et 18, construire leurs centres d’homothétie 
directe et inverse S et T, mesurer SO, SO’, TO, TO’, ei comparer les 
résultats de la mesure avec ceux du caleul. 

Mener les 4 tangentes communes aux deux cercles. 

344. Soit O un cercle de 50 de rayon, 0’ un de ses points pris pour centre 
dun cercle de 30 de rayon; ces deux cercles se coupent en O” centre d’un 
cercle de 20 de rayon. Construire les centres d’homothétie directe S, §’, S$” 
de 0” et O”, O” et O, O et 0’; puis leurs centres d’homothétie inverse 
ile ARs 1. 

Mesurer les distances SO’ et SO”, TO’ et TU”, etce., et comparer les 
résultats de la mesure e aceux du calcul. 

Vérifier que S, 8’, S” sont sur une méme droite, que S, T’, T” sont sur une 
seconde droite, S$’, T”, T sur une troisiéme, 8”, T, TY sur une quatriémes 
(Les quatre axes dhomothétie de trois cercles.) 


345. Reprendre le polygone ABCDE de l’exercice 342 et construire le poly- 


gone semblable a V'échelle = : 


1° Par les angles égaux et les cdtés homologues proportionnels; 
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2° En craticulant le modeéle (couvrir le modéle par un réseau de carrés 
egaux) par des carrés de 10 de cété ayant un cété paralléle 4 BC. 

3416. Tracer au hasard une ligne courbe queleonque, et construire une 
ligne semblable, non homothétique, en agrandissant le modéle dans le 


6 
rapport = (méthode des carreaux). 


317. Sur une droite indéfinie, prendre 3 points A, B, C; B entre A et C; 
AB= 50, AC= go. Par A et B faire passer plusieurs cercles différents en 
interrompant les traits 4 leur passage en A et en B pour conserver ces 
points. De C mener des tangentes a tous ces cercles, voir qu’elles sont 
égales, mesurer et calculer leur longueur commune. 

Prolonger AC de CD=40—CB; décrire le cercle sur AD comme 
diamétre, et voir que la demi-corde CE, perpendiculaire en C sur AD, est 
égale a l'une des tangentes. 

Decrire le cercle sur AC comme diamétre, mener la demi-corde BF per- 
pendiculaire 4 AC, et voir que CF =CE. 

318. En un point I d'une droite indéfinie XY, construire l’angle YIB 
égal a 73°, et porter dans un méme sens : 


{iA ——7,, IB=5o. 


Construire le cercle (deux déterminations) qui passe par A et B et qui 
‘touche XY. 

A cet effet, prendre la moyenne proportionnelle 4 IA et IB, en prolon- 
geant BI de IGC=IA, décrivant le cercle de diamétre BC, élevant en I la 
demi-corde ID perpendiculaire 4 BC, et rabattant ID sur XY en JE et IE’. 
Les points E et E’ sont les contacts de XY avee les cercles inconnus, dont 
les centres sont déja sur la perpendiculaire 4 AB en son milieu. 

349. Soit XOY un angle de 60°; sur sa bissectrice, prendre OH = 40: 
- mener HA= 14 perpendiculairement 4 OH. Construire le cercle (2 déter- 
minations) tangent 4 OX, OY et passant par A. Ce cercle ayant son centre 
sur OH, OH est un axe de symétrie, de sorte que le cercle passe par B 
symétrique de A par rapport a OH. On est ramené 4 l’exercice précédent. 


EXERCICES THEORIQUES. 


§ 2. 


320. Par le point de contact de deux cercles tangents intérieurement 
ou extérieurement, on méne deux sécantes, et on joint leurs points de 
rencontre avec le méme cercle. Démontrer que les cordes obtenues sont 
paralléles. 

324. Par le point de contact de deux cercles tangents, on méne une sé- 
cante quelconque, et on construit les tangentes aux points ou cette sécante 


_ rencontre les deux cercles. Démontrer que ces tangentes sont paralléles. 


ae 


322. Trouver le lieu géométrique des points dont les distances 4 deux 
 droites fixes sont dans un rapport constant, égal a un nombre donné. 


Rovrirr. — Freéuents pe kon. 16 
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323. Par le point de rencontre I des diagonales d'un quadrilatére ABCD, 
on méne les droites IM et IN respectivement paralléles a BC ct a CD, et 
rencontrant AB en M et AD en N. Démontrer que MN est paralléle a BD. 

(Arts et Métiers). 

324. Etant donnés un point A et deux droites MN et PQ, mener par A 

une droite rencontrant MN en B et PQ en C, de maniére que le rapport 


oe soit égal a un rapport donnée = 

325. Toutes les paralléles 4 la base d'un triangle et limitées aux deus 
cotés ont leur milieu sur la médiane relative a la base. 

326. D'un point donné C comme centre, décrire un cercle coupant les 
cotés d’un angle zOy de maniére que la droite passant par deux des points 
d’intersection soit paralléle a une droite donnée. 

327. Par le point de rencontre I des médianes BM et GN du triangle ABC, 
on méne la paralléle a BC; elle rencontre AB en P et AC en Q. Démontrer 
que le point I est le milieu de PQ, et que la droite AI passe par les 
tilieux de MN et de BC (Arts et Meétiers). 

328. Par le sommet A d’untriangle isocéle ABC inscrit dans un cercle 0, 
on méne une droite rencontrant la base BC en D et le cercle en E. Démou- 
trer que le cété AB est moyen proportionnel entre AD et AE. 

329. Dans un triangle rectangle isocéle ABC de base BC, on méne la 
médiane BD qui coupe en £ le cercle circonscrit, et on abaisse la perpendi- 
culaire EF sur AC. Démontrer que l’on a : 

AF=3 EF. 


330. On donne trois points A, B, C en.ligne droite. Par les deux 
points A et B on peut faire passer une infinité de cercles ayant leur centre 
sur la perpendiculaire élevée en I, milieu de AB, 4 AB. On joint le point C 
aux points P et P’ d'intersection de l'un de ces cereles 0 avec la perpen- 
diculaire OI 4 AB. Trouver le lieu géomeétrique des points de rencontre 
Met M’ de ce cerele avec les droites CP et CP’ quand le point O se 
déplace. : 

334. Les hauteurs d’un triangle sont inversement proportionnelles aux 
cdtés sur lesquels elles sont perpendiculaires. 

332. On considére un cercle 0, un diamétre AB et une corde CD per- 
pendiculaire & AB. Par le point A on trace une droite rencontrant CD en— 
P et le cercle en Q. Démontrer que, quelle que soit cette droite, le produit — 

AP >< AQ 
est constant, 

333. D'un point M extérieur 4 un cercle, on méne les deux tangentes 
MA, MB et une sécante quelconque MCD. Prouver que, quelle que soit 
cette sécante, on a: 

¥ AC>< BD = AD >< BC. 

334. On donne un cercle O et un trapéze circonscrit ABDC. On méne Ja _ 
corde de contact MN des edtés non paralléles AC et BD avec le cercle et 
les perpendiculaires OH et DI a MN. 

Deémontrer que les deux triangles OMH et DIN sont semblables. 

(Arts et Méliers.) 


Sa 
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335. Sur les cétés AB et AD d'un carré ABCD, a partir du sommet A, on 
porte deux longueurs égales AB’ et AD’, de maniére que si A est ou n’est 
pas entre B et B’, de méme A est ou n’est pas entre D et D’; puis on 
construit le carré AB’C’D’. La droite CB’ coupe AD en E, et la droite DC’ 
coupe AB en F. Démontrer que l’on a toujours : 


AF = AE. 


336. Dans un triangle quelconque, la distance d'un sommet au point de 
concours des hauteurs est double de la distance du célé opposé au centre 
du cercle circonscrit. 

337. Dans un triangle, le centre du cercle circonserit, le point de ren- 
contre des hauteurs et le point de rencontre des médianes sont en ligne 
droite. _ 

338. Etant donné un rectangle ABCD dans lequel BC = 2 AB, on joint le 
point A au point E situé au quart de BC, et on méne Ja diagonale BD, 
)émontrer que le point de rencontre M des droites AE et BD appartient au 
cercle décrit sur AD comme diameéetre. 

339. Soit ABC un triangle; I et I’ les centres des cercles inscrit et 
exinscrit dans l’angle A. Démontrer que l’on a : 


AI>< Al’ = AB>K AC. 


340. Le produit des distances du pied d'une hauteur d’un triangle aux 
extrémités du cote correspondant est égal au produit de ses distances aux 
pieds des deux autres hauteurs. 

344. Les diagonales AC, BD d’un quadrilatére inscrit ABCD se coupent 
en E. Démontrer la relation : 


EA __AB><AD 
EC CD><CB 


342. On considére deux tangentes AB, AC a un cercle O, et la corde BC. 
Démontrer que si l’on prend un point M sur le cercle, on a, entre les dis- 
tances MP, MQ, MR a la corde BC et aux deux tangentes, la relation : 


MP? — MQ >< MR. 


343. D'un point M on méne une tangente MA 4 un cerele et une sécante 
MBC. Démontrer que les segments MB ct MC sont proportionnels aux carrés 
des cordes AB et AC. 

344. La bissectrice AD de l’angle A d’un triangle ABC rencontrant le 
cote BC en D et le cercle circonscrit 4 ABC en E, démontrer la relation : 


EB" = EA >< ED. 

345. On méne la bissectrice AD de l’angle A d’un triangle ABC, et on 
trace le cercle passant par A et tangent au cété BC en D; ce cercle ren- 
contre les cétés AB et AC en E et F. 

Démontrer que EF est paralléle 4 AB, et que l’on a : 


3 AE><AC= APF >< AB = AD?. 
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346. On considére le diamétre AB d’un cercle 0; on joint le point A a 
un point queleonque G du cercle et on prolonge AC d'une longueur 
CD = AG. On joint BC et OD et on demande le lieu du point de rencontre 
M de ces deux droites quand le point C décrit le cercle. 

347. On donne un cercle O et deux points P et Q. Par P, on méne une 
sécante qui coupe le cercle 0 en A et B. Trouver le lieu du point de con- 
cours des médianes du triangle QAB quand AB tourne autour du point P. 

348. On donne un cercle O et deux pvints A et B dans son plan; on 
considére un point queleonque M du cercle, et on demande le lieu du point 
de rencontre des médianes du triangle MAB quand le point M deécrit le 
cerele. 

349. Dans un cercle 0, on considére un diamétre fixe AB et le point I 
milieu de AO. On joint un point M du cercle au point I, et on méne du 
centre 0 la perpendiculaire & AM; elle coupe IM en P. Trouver le lieu 
de P quand M décrit le cercle. 

350. Les sommets A et B d’un triangle sont fixes, et le cote AC a une 
longueur constante. Trouver le lieu géométrique du pied de la bissectrice 
de l’angle A. 

354. On donne deux cercles O et 0’ tangents en N, et une tangente 
queleonque MT a 0’, touchant ce cercle en M. Montrer que la droite MN 
rencontre la perpendiculaire OC abaissée du point O sur MT en un point A 
du cercle O. Si B est le point diamétralement oppose a A sur le cercle O, 
démontrer que le quadrilatére BCMN est inscriptible. 

352. Ktant donnés trois points en ligne droite, on fait passer un cercle 
de rayon queleconque par deux de ces points et l’on méne par le troisiéme 
une tangente & ce cercle. Quel est le heu du point de contact? 

353. Dans un triangle ABC, trouver sur la base BC un point D, tel que 
Yon ait: 

AD? =BD >< DC. 
(Arts et Métiers.) 

354. Construire un cercle passant par deux points et tangent a une droite 
donnée (Exercice 348). 

355. Construire un cercle passant par un point donné, tangent a une 
droite donnée, et ayant son centre sur une autre droite donnée. 

355. On donne un cerele O et deux points A et P; par A ou méne 
une sécante quelconque qui rencontre le cerele 0 aux points B et C. Quel 
est le leu du centre du cerele circonscrit au triangle PBC quand la 
sécante ABC tourne autour du point A? 

357. Dans un triangle quelconque ABC, on trace les hauteurs AD et BE. 
Prouyer la relation: 


AB? = AE-AC+ BD - BC. 


358. Par les extrémités A et B d'un diamétre d’un demi-cerele, on trace 
deux cordes queleonques AC, BD qui se coupent en P. Démontrer que l'on a: 


AB? = AP-AC-+ BP- BD. 


359. Dans un triangle ABC on méne la bissectrice BD, et on trace les 


ay 
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cercles circonserits aux triangles ABD et BDC; ils rencontrent respective- 
ment BC en Pet ABen Q. Démontrer que l'on a : 


AQ= PC. 
360, Par le sommet A d’un triangle ABC et par les pieds M et D de Ja 


médiane et de la bissectrice issues de A, on fait passer un cercle rencon- 
trant AB en P et AC en Q. Démontrer que J’ona : 


BP =O. 


364. On donne un cercle O et Je rayon OA; trouver sur ce rayon 
un point M tel que Ja tangente MB au cercle soit double de MA, 

362. lant donné un cercle 0, mener par un point extéricur A une 
sécante déterminant Ja corde MN telle que le cercle décrit sur MN comme 
diamétre soit tangent a la droite AQ. 

363. Les hauteurs AH, BK, CL, d'un triangle ABC se coupant en M, 
démontrer les relations : 


MA-MH=MB-MK—=MC-ML- 
364. On décrit sur Je c6té BC d’un triangle ABC un demi-cerele rencon- 


trant Ja hauteur AA’ en J. Si i est Je point de rencontre des heuteurs, 
démontrer que Von a: 


TA? = AA’>< HA’. 


365. Par un point A donné 4 Vintérieur d'un cercle 0, on méne une 
corde quelconque BAC. Démontrer que l’expression 


AB- AC-+- AO? 


est constante, quelle que soit la corde BC. 

366. On donne un demi-cercle de diamétre AB. Construire un carré ayant 
deux sommets sur AB et Jes deux autres gur le cercle. 

367. On donne un triangle quelconque ABC. Construire un rectangle 
ayant deux sormmets sur le coté BC, Jes deux autres sommets sur AB et sur 
AC, de maniére que Je rapport des célés du rectangle soit égal 4 un nombre 
donné. Les cétés du triangle sont regardés comme des droites indéfinies. 

368. Construire un triangle isocéle ABC, connaissant le rayon du cercle 
circonserit et la somme de la base BC et de la hauteur AD. 


EXERCICES PRATIQUES. 


§ 3. 


369. Prendre au rapporteur, dans un cercle de 100 de rayon, des ares de 
15, 30, 45, 60, 75 degrés; mesurer les Jongueurs qui servent 4 délinir leurs 
lignes trigonométriques. ef comparer Jes résultats ayec Jes nombres que 
donne la table (page 376). 

370. Construire langle dont le cosinus est 0,43; prendre sa mesure an 
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rapporteur, et comparer le résullat avec celui que donne la table, soit 
exactement, soit A peu prés. Employer pour cet exercice un cercle de 100 
de rayon: a 

Mesurer en méme temps les 3 autres lignes de cet angle. voir st elles 
s’accordent aussi avec les données de la table, et si elles vérifient les rela- 
tions fondamentales. 

374. Construire un angle de 57° sans employer le rapporteur; prendre 
sa tangente dans Ja table, et opérer avec un cercle de 100 de rayon. 

Vérifier au rapporteur. 


, 


wis 


372. Construire les deux angles supplémentaires dont le sinus est 
employer un cercle de 99 de rayon. 
; 5 : 
373. Construire l’angle dont la tangente est — -; voir sa mesure dans 
4 


Ja table, et vérifier 4 l'aide du rapporteur. 
374. Vérifier la relation des sinus 


a b c 
he sin, A SiIn.B eosin G 


sur un triangle rectangle dont les cétés ont 30, 40, 50, puis sur un 
triangle quelconque dont les cétés ont 40, 50, 60. 

375. Construire un triangle rectangle dont l’hypoténuse a g7 et un 
colé 55. Mesurer le troisiceme cété, les angles, puis vérifier le théoréme 
de Pythagore, la relation des sinus, et la relation b=ctgB. 

376. Calculer le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle exinserit 
tangent a la base dans un triangle isocéle dont la base a 2 millimétres et 
dont l’un des angles a 12°. 

377. Méme question pour un triangle isocéle dont la hauteur a 100 métres 
et l’angle au sommet 20°, 

378. Calculer le rayon du cercle exinscrit tangent a l'un des cdtés égaux 
dans chacun des triangles isocéles définis aux exereices 376 et 377. 

379. Dans un cercle de rayon R, on donne un point dont la distance au 


centre est oe Mener par ce point la corde qui fasse avecla tangente 4 l’une 


de ses extrémités le plus petit angle aigu possible; calculer la longueur de 
cette corde et la mesure de cet angle. 

On observera qu'un angle aigu varie dans le méme sens que son sinus. 

380. Dans un cercle 0, onméne un diamétre COB sur lequel on marque 
le point A, tel que BA = 5o metres; B se tronve entre A et 0. Les tan- 
gentes menées du point A au cercle font un angle de 24°. Calculer le rayon 
du cerele. 

384. Un point A est & 100 millimétres du centre 0 d’un cercle de 
40 millimetres de rayon. Calculer, soit exactement, soit le micux possible, 
Ja mesure que doit avoir l'angle OAB si l’on veut que la sécante AB déter- 
mine dans le cercle une corde de 40 millimétres. Caleuler en outre la dis- 
tance entre le centre et cette corde. 

382. Deux cercles 0 et 0’ se coupent orthogonalement, c’est-a-dire que 
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leurs tahgentes par l'un de leurs points communs A font un angle droit; 
leurs rayons ont 83 millimétres et 132 millimétres. Calculer la distance de 
leurs centres, et les angles AOO’ et AO/O. 

Vérifier les résultats par une construction graphique. 

383. Reprendre les cercles de l’exercice 382, et caleuler la longueur de 
leur corde commune, ainsi que les angles qu'elle fait avec OA et avec 
O’A, et vérifier les résultats a l'aide d’une figure. 

384. Dans un triangle ABC, rectangle en A, l’hypoténuse a 157 milli- 
métres, un cote de langle droit a 132 millimétres. Calculer le rayon du 
cercle inserit et les rayons des trois cercles exinscrits. 


385. Dans un triangle ABC, on a BC 100 millimétres, wBe— 50? ; 


ACR = 36°. Calculer, au moyen de la relation des sinus, les distances 
entre le centre du cercle inscrit et chacun des sommets B et C; calculer 
ensuite le rayon de ce cercle. r 

386. Un observateur en station sur un sol horizontal se trouve a 
50 metres d’un mat vertical; le rayon visuel relatif au sommet du mat et 
le rayon visuel horizontal font un angle de 28°. Quelle est la hauteur du 
mit, sachant que l’wil de lobservateur esta 1™,50 au-dessus du sol? 

387. Soient D, et Dz deux droites paralléles, A un point situé entre les 
deux, 4 40 millimetres de l’une et & 60 millimétres de l'autre. Dans quelle 
direction faut-il mener une droite par le point A pour que le segment BAC 
limité sur cette droite entre les deux paralléles ait une longueur de 250 
millimetres? 

388. Un ingénieur fait le tracé d’un chemin de fer rectiligne pour lequel 
il faudra faire une tranchée dans une butte qui interrompt la ligne droite 
entre les points A et B. Il marque sur BA prolongée au dela de A un point 
C quelconque, trace sur le sol horizontal une droite CD qui passe a cdté de 
la butte, en faisant l'angle ACD égal a 36°, prend la longueur CD égale a 
300 metres, et enfin éléve DE perpendiculaire a CD. 

Quelle Jongueur doit-il donner 4 DE pour que le point E appartienne 4 


la droite CABEF, et quel angle DEF doit-il construire pour avoir en EF le 
prolongement de Ja ligne droite AB? 

389. Sur un cercle O de 100 millimétres de diamétre, tangent en A A 
une droite AP, on marque un point M dont la distance MP a la tangente 
est égale 4 go millimétres. Calculer la distance AP et l’angle que font les 
droites OM et AP. 

390. Calculer les angles d’un triangle rectangle dont un cdté de l’angle 
droit est double de lautre. 

394. Les rayons de deux cercles extérieurs ont 50 millimétres et 80 milli- 
métres, et la distance de leurs centres est 200 millimétres. Calculer la 
longueur d’une tangente commune extérieure, celle d'une tangente com- 
mune intérieure, et les angles que fait la ligne des centres avec ces 
tangentes et avec leurs rayons de contact. 

Déduire de la le moyen de calculer la longueur d’une courroie, croisée 
ou non, servant &communiquer la rotation d’une poulie a une autre. 

392. Dans le triangle ABC, l’angle A vaut 60°, AB= 50 millimétres, 
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AC—8o millimétres. Calculer le cété BC, les segments déterminés -sur ce 
e6té par la bissectrice de langle A, la longueur de cette bissectrice, les 
angles B et C, et les trois hauteurs. 

393. Par un point A situé 4 10 millimétres du centre Q d'un cercle de 
50 millimétres de rayon, on méne deux sécantes perpendiculaires BAC, 


DAE. Calculer les cétés du quadrilatére BECD, sachant que l’angle éad a 
120°, et vérifier les résultats a l'aide d'une construction graphique. 

394. Etant donnés deux cercles concentriques, de rayons 10 métres et 
8 métres, calculer la longueur d'une corde déterminée dans le grand cerele 
par une tangente au petit. 

395. Dans un triangle isocéle ABC, les angles B et C valent chacun 
45 degrés, les cétés AB et AC ont chacun 7o métres. Calculer la base et 
la hauteur de ce triangle. 

396. Les eétés égaux d’un trapéze isocéle ont chacun 303 métres; les 
bases ont respectivement 738 et 548 métres. Calculer les diagonales. 

397. Dans un cercle de 5 métres de rayon, on donne un are dont la 
corde a 6 métres de Jongueur. Calculer la longueur de la corde qui sous- 
tend l’are double de l’are donné. 

398. Dans un cercle de 15 métres de rayon, une corde a pour longueur 
18 métres. Calculer les longueurs des cordes qui sous-tendent les moitiés 
des arcs sous-tendus par la premiére. 


EXERCICES THEORIQUES. 
§ 8. 


399. Etant donnés trois points A, B, C dun cerele 0, on projette A en H 
sur BC et les points B et C en M et N sur le diamétre AOA’. Démontrer 
que l’on a: 

; . AH* = AM>< AN. 


400. Le triangle équilatéral ABC étant inserit dans un cerele, on joint le 
milieu D de lare AC au point H, milieu du cdté BC, et on prolonge DH 
jusqu’au cercle en M. 

Caleuler DM et les segments DH et HM en fonction durayon R ducerele. 

(Examens des éléves mécaniciens de la marine.) 

404. Trouver sur une droite AB un point C tel que : 


AC® — CB?= A, 
k désignant une Jongueur donnée. 


402. En représentant par a, 6, ¢, d les nombres qui mesurent des lon- 
gueurs données, construire la longueur x telle que : 


r=Ve@+e—et a. 
403. Construire l’expression : 


z= V2. 
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404. Construire l’expression : 


405. Construire l’expression : 


406. Construire l'expression : 
19. 
— Les cétés de langle droit d’un triangle rectangle ont pour longueurs 
3 metres et 4 métres. Calculer 
407. L’ tana et la hauteur correspondante. 
408. Les projections des cdtés de l’angle droit sur hypoténuse. 
409. Le rayon du cercle circonscrit et le rayon du cerele inscrit. 
440. Les segments déterminés sur chaque cdté par la bissectrice de 
Vangle opposé. 
444. Les trois médianes. 
442. La projeciion du milieu d’un cété d'un triangle rectangle sur lhy- 
poténuse détermine sur cette ligne deux segments dont la différence des 
carrés est égale au carré du troisiéme cété. 
413. Dans un triangle ABC, rectangle en A, on méne la hauteur AH; si 
Yon désigne par 7, 7’, r’’ les rayons des cercles inscrits dans les triangles 
ABC, ABH et ACH, démontrer que l’on a : 


nS pe lt, 


2 


(Arts et Métiers.) 

444. On considére deux rayons rectangulaires OA, OB d'un cercle et la 
bissectrice OF de l’angle AOB. Par un point queleonque G de Vare AB on 
abaisse la perpendiculaire CD sur OA; elle rencontre OF en*E. Démontrer 

qu'on peut construire un triangle rectangle avec les trois droites OA, DC, DE. 
445. Soit BC la base d’un triangle isocéle ABC et BD la hauteur; mon- 
trer que l’on a: 


BO? = aC. DC. 


416. Deux cercles de rayons donnés sont tangents extérieurement; cal- 
culer la portion de tangente commune extérieure comprise entre les points 
de contact. ' 

447. Deux cordes rectangulaires AB et CD d'un cercle se coupent en E; 
‘la somme des carrés des quatre segments EA, EB, EC, ED est constante, 
guel que soit le point E. 

448. On donne deux cercles concentriques et un point P sur l'un deux, 
On méne par le point P dans les deux cercles les cordes rectangulaires PA 
et PBC. Ces cordes tournant autour du point P, démontrer que : 


PA? + PB? + PC 


est une somme constante, et que la somme des carrés des cotés du triangle 
ABC est aussi constante, 

449. Un quadrilatére inscriptible ABCD est circonserit & un eercle 0 de 
rayon R. L’une AC de ses diagonales passe par le centre O du cerele, et 
on sait que AO=e2R. On demande de calculer les angles, les cotés et ies 

diagonales du quadrilatére. 
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420. Dans un tangle isoedle ABC, on abaisse la hauteur CD sur Yun 
des edtés Sgeux AB, Montrer que la somme des carrés des cotés du triangle 
ost dgale a 

BD? + oDA? + 3c)’. 

AQ. Klant donné un rectangle ABCD, si par un point P de la diago- 
nalo BD on mone sur AP une perpendiculaire qui rencontre BC en Q et CD 
on Ry démontrer que lon a : 


PQ. PR— AP’. 


422. Si on prend un point queleonque M sur la base BC d'un triangle 
isoedle ABG, on a la relation : 

‘AB* — AM? = MB - MC. 

423. Btant donné un demi-cercle de diamétre AB, on deéerit sur Tes 
rayons OA et OB comme diametre deux demi-cercles, et on considére le 
cerele © tangent aux trois demi-cereles. Calculer : . 

® Le rayon du cerele C, 

o® Les edtés du triangle formé par les points de contact. 

AQ4, Par un point queleonque P dune corde fixe AB d'un cercle, on 
trace une corde arbilraire MN; en désignant par € le milieu de AB, dé- 
montrer que Lexpression 


CP? + PM- PN 


are valour constante si le point P est pris entre A et B. 

Quand le point P est extéerieur au cercle, expression 

cP*— PM - PN 

ost conslanto, . 

425. Les perpondiculaires OL, OM, ON abaissées d'un méme point O sur 
los trois edtds BC, CA, AB d'un triangle déterminent six segments tels que — 
la somme des carrés de trois d’entre eux AM, BN, CL, non consécutifs, est 
agate A la somme des carrds des trois autres. 

426. On considdre un losange ABCD, et sur la diagonale BD on prend un | 
point M, Demontrer la relation : 


MB. MD = MA* — AB®. 
427. On inserit dans un demi-cerele de diamédtre BC un triangle isocéle BAG; 
on trace les bisseetricos des angles B et C5 elles rencontrent le cercle en M_ 
oUN et elles se coupent en 0’, centre du cercle inscrit. Si R et 7 sont les 


Myons dos cereles circonserit et inserit & BAC, démontrer que : } 
© La droite MN passe par les points de contact T et V du cerele inscrit— 
avee les edtés AB et AC. ? 
>» ATA 9 P 
> : rc oe as . . 
r+ ya’ ; 

4 O'RXOM =a Rr. s 


(Examens des éldves mécaniciens de la marine.) — 
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428. On donne un carré ABCD de 6 de cété. Sur le cété BC comme 
diamétre on décrit un cercle 0. 

1° Tracer avec la régle et le compas un cercle Q’ tangent au cété AD 
en D et tangent au cercle 0. 
_ 2° Calculer le rayon O'D de ce cercle. 
_ 429. SiYon méne les hauteurs AA’, BB’, CC’ d’un triangle ABC, qui se 
coupent au point H, on a les relations : 


Al? + BC? = BH? +- Ac? — CH + AB’. 


“ J a 6 c 
430. Démontrer que la valeur commune des quotients —_, ——, — 
sinA sinB sin€ 
dans un triangle quelconque est égale au diamétre du cercle circonscrit. 


EXERCICES PRATIQUES. 


$ 4. 


434. Comparer le cdté du triangle équilatéral mscrit 4 un cercle et le 

eolé du triangle équilatéral circonscrit au méme cercle. 
_ 432. Etudier la méthode suivante pour construire un hexagone régulier 
a@ main levée : tracer un diamétre AOB et mener des perpendiculaires aux 
milieux de OA et de OB. Si on n’en construit qu’une, on a un triangle 
équilatéral. 

Si on fait la méme construction sur deux diamétres rectangulaires, on a 
le dodécagone régulier. Joindre ses sommets de 5 en 5 pour avoir le dodéca- 
gone régulier étoilé, tracer ses 6 diamétres dont chacun passera par 
4 intersections de cétes. 

_ Grouper convenablement les cétés pour avoir, soit 3 carrés enchevétrés 
formant autour du centre un contour étoilé, soit 4 triangles équilatéraux 
dessinant également une autre étoile réguliére. 

- 433. En dessinant une rosace hexagonale, vérifier que I’hexagone régu- 
lier a son coté égal au rayon; du point quelconque A sur le cercle, avec 
le rayon méme du cercle, tracer un are rencontrant le cercle en B et F; 
de B avec le méme rayon, are AC, etc. L’are de centre E doit passer juste 
en F; aprés quoi l’are F passe évidemment en E et en A. 

434. Constituer un pavage non régulier avec des hexagones réguliers et 
des triangles équilatéraux; avec des octogones réguliers et des carrés; avec 
des carrés et des losanges ayant un angle de 60°. 

435. Quel est le rayon d'un cercle dans lequel le cété du carré inscrit 
est égal a 1™? 
~ 436. Quelle est la circonférence d’un cercle dont le diamétre est de 7™,45? 

437. Quel doit étre le rayon d’une piste circulaire pour que la circon- 
férence soit égale a 1*™? 

_ 438. Quel est le rayon d’une tour circulaire qui a 70,95 de circon- 
férence? 
_ 439. [a longueur du metre étant la dix-millioniéme partie du quart du 


= 
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méridien terrestre, et en supposant ce méridien exactement eireulaire, . 
quelle est la longueur du rayon terrestre ? 

440. En partant de la définition du métre et en supposant le meéridien 
exactement circulaire, quelle est la longueur de l’are du méridien compris 
entre Paris et l’équateur terrestre, la latitude de Paris étant supposée égale 
a 48° 50’? 

444. Le mille marin n’est autre chose que la minute terrestre. Quelle 


4 
; 
; 


est en métres la valeur du mille marin? 
442. Quelle est la longueur d'un are de 35° 4o’ sur un cercle de 10™ 
de rayon? : 
443. Dans un cercle, un are de 8° 17’ a 3™,80 de longueur. Quel est le” 
rayon du cercle? 3 
444. Un arcde 1o™ de rayon a une longueur de 8™; quel est le nombre 


de degrés, minutes et secondes de cet are? 
445. Trouver le nombre de degrés de l’are dont Ja longueur est égale. 
au rayon. Donner en grades la mesure de ce méme are. 
446. Dans un cercle de 100 millimétres de rayon, quelle est la longueur | 
d'un are de 306.8484, et quelle est en grades la mesure d’ un are ayant 
30 millimétres de longueur? ) 
447. Un are de 150% ayant 60 millimétres de longueur, quel est le rayon” 
de cet arc? 
448. Calculer le rayon d'un cercle dans lequel la dillérence entre la 
demi-circonférence et le diamétre est égale & 114™™,16. 
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449. En prolongeant de deux en deux les cétés d'un hexagone régulier, 
on obtient un triangle équilatéral. 

450. On construit un carré extérieur sur chaque edté d'un hexagone- 
régulier, et on joint les sommets conséculifs des carrés voisins. bina 
que le dodécagone obtenu est régulier. 

4541. Le périmétre d'un triangle équilatéral circonserit est le double ae 
celui du triangle équilatéral inscrit. 

452. On donne deux cercles sévants de centres 0 et 0’, tels que la distane 
des centres 00’ soit double du rayon du cerele 0, et que les rayons OA | 
O’A aboutissant a l'un des points communs soient rectangulaires. ‘Démontrer 
que la corde commune a ces deux cercles est le cdté de Vhexagone inserit 
dans l'un et le cdté du triangle équilatéral: inserit dans Vautre. ¥ 

453. L'apothéme de l'hexagone régulier inscrit est égal A la moitié a 
cdté du triangle équilatéral inserit dans le méme cercle. 

454. Tans un cercle de rayon R, on inscrit un triangle équilatéral ABC 
et on joint le milieu D de V'are AC au milieu F du coté BC. La droite DF 
rencontre le cercle en G. Calculer DF et FG. = 


|| 
> 
& 
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455. Klant donné un triangle équilatéral ABC de cété a, on éléve en B 
Ja perpendiculaire a BC, sur laquelle on prend BD = AB. Calculer les angles 
du triangle ABD et la longueur du cété AD. 

456. Ktant donné un triangle équilatéral ABC de cété a, on décrit un 
are de cercle BDC tangent aux cdtés AB et AC en Bet C, et un autre arc 
de cercle BFC tangent en B et C aux bissectrices des angles B et C. 

1° Calculer les rayons de ces ares de cercle ; 
2° fvaluer en degrés les arcs BDC et BFC. 


CHAPITRE IV 


LES AIRES 


¢ 4. — Aires des polygenes. 


361. — Définitions. — Toute ligne fermée plane lhmit 
une portion du plan, 

Pour mesurer une telle surface plane on la compare 
une surface plane prise pour unité. 

Nous ayons appris en arithmétique que : 


L'unité de surface est Je métre carré gui est un car 
ayant 1 médtre de cdté. 


Le métre carré a des sous-multiples : 


Le décimeétre carré qui est un carré de 1" de cdté, 
Le centimetre carré ya SS 
Le millimetre carré : yen 


Nous savons également que ; 


le metre carré content roo décimeétres carres, 

le déctmétre carré contient 100 [centimetres carrés, 

le centimetre carré contient 100 millimetres carreés. 
Ceci poss, pour mesurer une surface plane, on .chercht 

combien elle contient de métres carrés, décimétres carré 

centimetres carrés et millimétres carrés. 


La mesure d'une surface est ce.qu'on appelle son aire. 
Lraive Mun polygone, Uaire Mune courbe fermée est la 

mesure de la surface plane limitée par ce polygone ou ceil 

courbe, , 


AIRES DES POLYGONES. 255 
Deux surfaces de méme aire sont dites équivalentes. 


ll y a des surfaces planes dont il est trés aisé de trou- 
ver laire, car on peut facilement les découper en carrés; 
mais il arrive le plus souvent qu’il n’est pas possible de 
procéder ainsi. On cherche alors a découper la surface en 
morceaux d’aire connue. Par exemple, si on découpe un 
carréen deux triangles rectangles isocéles suivant une dia- 
gonale, ces deux triangles étant égaux, chacun d’eux a 
pour aire la moitié de Vaire du carré. 


362. — Aire d’un rectangle. — L’aire d’un rectangle 
est égale au produit de ses deux dimensions. ee 


Soit, en effet, ABCD un rectangle (fig. 225); mesurons 
ses deux dimen- 
gions AB et CD, -. Deceeee | ee 
cest-a-dire cher- : 
chons combien 
elles contiennent 
de métres, déci- 
métres, centi- 
métres, milli- 
métres. 

Nous pouyons 
toujours suppo- Fig. 225, — Mesure du rectangle. 
ser, pratiquement, 
qu’on ait poussé cette mesure assez loin, avec une unité 
assez petite, pour que les deux cétés soient commensurables 
entre eux (n° 245), c’est-a-dire contiennent tous deux exacte- 
ment un nombre entier d’unités (ou sous-multiples). 

Admettons, par exemple, que les deux dimensions con- 
tiennent un nombre exact de centimétres : 


AB=5"; AD=3™. 


Jo foo nnn SABE weeny 


Partageons AB et AD en centimétres et, par les points 
de division de AD, menons des paralléles 4 AB. Nous parta- 
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geons ainsi le rectangle en’3 bandes rectangulaires de — 

5@ de long et 1™ de haut. Par les points de division de AB, — 

menons ensuite des paralléles 4 AD; elles partagent cha- 

cune des 3 bandes en 5 carrés de 1= chacun. 
Le rectangle contient donc 


—~ —¥ 
Y 
> 
é 


5am? > 3 15 oe, 


L’aire du rectangle; exprimée en centimétres carrés, est — 
égale au produit de ses deux dimensions évaluées en centi- : 
metres. ¢ 3 

La méme démonstration s’appliquerait si les deux di- 
mensions contenaient toutes deux un nombre entier de mil- 
limétres, ou de dixiémes de millimétre, etc. 


363. — REMAROUE IMPORTANTE. — L’énoncé du théo- 
réme précédent suppose essentiellement qu'on a@ pris des 
unités de longueur et de surface correspondantes. 

Si lunité de longueur est le métre, l’aire du rectangle — 
sera exprimée en métres carrés. 

Si Punité de longueur est le décimétre, aire du rec-_ 
tangle sera exprimée en décimétres carrés. 


Dans tous les énoncés qui suivront, nous supposerons tou-— 
jours implicitement que les longueurs et les surfaces sont me-_ 
surées avec des unités correspondantes. ; 


364. — Aire du parallélogramme. — L’aire d'un pa- 
rallélogramme est égale au produit de sa base par sa hauteur. 


On appelle bases d'un parallélogramme deux cédtés 
paralléles; on appelle hauteur la distance de ces deux 
bases. 

Soit ABCD (fig. 226) un parallélogramme. Prenons pour 
base le cdté AB. De A et B menons les perpendiculaires- 
AF et BE sur l'autre base DC. 

Les deux triangles rectangles AFD et BEC sont égaux, 
car ils coincident par une translation de glissiére AB. 
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Le parallélogramme ABCD et le rectangle ABEF 
ont donc méme aire puisqu’ils sont composés tous 
deux du trapéze com- 
mun ABED §auquel F D . = = c 
on ajoute le méme 
triangle, a savoir: BEC 
pour obtenir le paral- 
lélogramme, et AFD 


Ke a Se) a8 


pour obtenir le 


Fig. 226. — Mesure du parallélogramme, 


rectangle. 
L’aire du parallélogramme est donc égale a celle du rec- 
tangle, c’est-a-dire a : = 


AB><BE, 


produit de la base par la hauteur. 


365. — Corollaire. — Deux parallélogrammes de méme 
base et de méme hauteur sont équivalents. 


366. — Aire du triangle. — L’aire d'un triangle est 
égale au demi-produit de sa base par sa hauteur. 


On donne le nom de base, dans un triangle, a l'un quel- 
conque des cotés. 

La hauteur est la distance du sommet opposé a ce cété. 

Soit ABC (fig. 227) un D A 
triangle. Par A menons 
une paralléle AD a BC et 
par B une paralléle BD 
a AC. Nous formons ainsi 
un parallélogramme 
ACBD dont le triangle Se ee 
ABC est la moitié, car la Bi tee Hae 
diagonale AB partage ce Fig. 227. — Mesure du triangle. 
parallélogramme en deux 
triangles égaux ABC et ABD, comme symétriques par 


hauteur 


Bourret. — ELéments pe céoM. 47 
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rapport au milieu O de AB, centre du parallélogramme. 
On a donc: 


aire ABC=~ dire ACBD — = BC x AH. 
2 


367. — Remarque. — II est intéressant de montrer 
comment on peut découper un triangle en morceaux avec 
lesquels on peut re- 
former un rectangle 
équivalent. 

A cet effet, dans le 
triangle ABC (fig.228), 
joignons les milieux 
fn \ D et E des cétés AB 

—@ et AC; puis de A 
Fig. 228. — Transformation d’un triangle en un raise i Sc 

rectangle équivalent. i diculaire AH sur DE. 
Le triangle ABC 
est ainsi découpé en trois morceaux : ADH, AHE et DECB. 

Si lon fait tourner de 180° le triangle DAH autour de D 
en DIB et, de méme, si on fait tourner de 180° le triangle 
AEH, autour de K, en EKC, on obtient le rectangle BIKC, 
équivalent au triangle, ayant méme base et une hauteur 
moité de celle du triangle. 


368. — Corollaire I. — Deux triangles de méme base et de 
C D méme hauteur sont équi- 
* valents. 


369.— Corollaire II. 
— Deux triangles de 
méme base et dont les 


A B Sommets opposés a la — 
base base sont sur une pa- 
Fig. 229. — Triangles équivaients. ralléle a cette base sont 
équivalents. 


En effet, les deux triangles ACB et ADB (fig. 229), ayant 
méme base AB et tels que CD soit paralléle 4 AB, ont 
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aussiméme hauteur, qui est la distance des deux paralléles 
CD et AB. 


370. — Corollaire III. — L'aire d'un triangle rectangle 
est la moitié du produit des deux cétés de l’angle droit. 


Car, si Yon prend lun des cotés pour base, l’autre est la 
hauteur. pes 


371. — Aire du trapéze. — L’aire d'un trapéze est égale 
au produit de la hau- 
teur par la demi-  . D = base er C 
somme des bases. a 


En effet, la dia- 
gonale AC partage : 
le trapeze ABCD A. 
(fig. 230) en deux Fig. 230, — Mesure du trapéze. 
triangles ABC et 
ACD ayant méme hauteur CH que le trapéze et ayant 
respectivement pour bases les bases AB et CD du trapéze 
On a donc: 


base 


aire ABCD =aire ABC + aire ADC 


—-AB>xCH+-CD><CH ; 
2 2 
—=- (AB ---€D) x CH. 
2 


372. — Remarque. — La droite FE (fig. 230) qui joint 
les milieux des cotés non paralléles du trapéze est ce qu’on 
appelle quelquefois la base moyenne. Il est aisé de mon- 
trer qu’elle est égale 4 la demi-somme des bases : 


EF =- (AB + CD). 
Par suite : 


L’aire du trapéze est égale au produit de la base moyenne 
par la hauteur. 
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Ceci se voit d’ailleurs aisément d’une autre maniére qui 
montre comment on peut découper le trapéze en mor- 
ceaux avec lesquels on peut former un rectangle équiva- 
lent. 

En effet, si de F et E (fig. 231) on abaisse les perpen- 

diculaires FK et EI 

ae D cM sur AB, et si lon 

i i fait tourner de 180° 

autour de leurs 

a sommets F et E les 

kK rg triangles AFK et 

Bie One BEI pour “les 

Py = cectangle equivalent. | CMR en a 

CEM, on forme le 

rectangle KPMI, équivalent au trapéze, et qui a pour 
base FE et pour hauteur MI. 


373. — Aire d’un polygone quelconque. —- Pour éva- 
luer l’aire d’un polygone quelconque, onle décompose en 
triangles ou en trapézes et on évalue séparément l’aire de 
chacun des morceaux. Il ne reste plus qu’a faire la somme 
des aires ainsi calculées. 

On peut dailleurs construire un triangle équivalent a 
un polygone donné. Puis, en construisant (n° 367) un rec- 
tangle équivalent au triangle, on obtient ainsi un rectangle 
équivalent au polygone. 


374. — Probléme. — Construire un triangle équivalent 
a un polygone donné. 

Soit ABCDE le polygone (fig. 232). D’un sommet D me- 
nons les diagonales DA et DB qui partagent la surface du 
polygone en trois triangles. Par E menons une paralléle 
EF a AD qui coupe le prolongement de AB en F. Les tri- 
angles AFD et AED ayant méme base AD et leurs som- 
mets E et F sur une paralléle 4 cette base sont équiva- 


AIRES DES POLYGONES. 261 


lents. Menons, de méme, CK paralléle 4 DB qui coupe AB 
en K. Les triangles BDC et BDK sont également équiva- 
lents. Le triangle total FDK est donc équivalent au_poly- 
gone ABCDE comme com- 
posé des trois triangles 
FAD, ABD et BDK respec- 
tivement équivalents aux 
trois triangles EAD, ABD 
et BDC qui composent le 


polygone. 


375. — Probleme. — 
Construire un carré équiva- Fig. 232.— Transformation d'un poiygone 
lent 4 un polygone donné. en un triangle équivalent. 


1° On construit un triangle équivalent a ce polygone 
(n° 374). 

2° On construit un rectangle équivalent au _ triangle 
(n°? 367). 

3° Soient a et b les deux dimensions du rectangle ainsi 
trouvé. Désignons par « le coté du carré cherché. L’aire 
du carré est 2 x ax2—=«*, celle du rectangle est ab. On doit 
donc avoir : 

ax?—ab. 

Cette égalité prouve que le cété « du carré cherché est 
moyenne géométrique entre 
les deux dimensions a et 6 du 
rectangle. Nous savons donc 
le construire (n° 340). 


376. — Méthode des tra- 
pézes. — En pratique, sur 
le terrain, on n’emploie pas 
des moyens compliqués 
comme les précédents. 

Soit (fig. 233) un polygone ABCDEFG. Tragons une 


Fig. 233. — Méthode des trapezes, 
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diagonale AL (de préférence la plus longue) et projetons 
les autres sommets B,C,D,F et Gen b,c,d,f et g sur 
cette diagonale. 

Nous décomposons ainsi l’aire du polygone en triangles 
rectangles et trapézes rectangles dont il est facile avoir 
les aires : 


aire ABD =- Ab><Bb, 


. I 3 : 
aire BCcb= - (Bb+ Ce) be, 
2 
et ainsi de suite. ~ 
La somme donne l’aire du polygone. C’est 1a le procédé 
usité dans Uarpentage. 


@ 2. — Aires des polygones réguliers et du 
cercle. 


377. — Apothéme d’un polygone régulier. — Les 
cétés AB, BC, CD, etc., d’un 
polygone régulier ABCDEF 
(fig. 234) étant ‘des cordes 
égales dun méme ceréle, leurs 
distances OH, OK, OI, ete.,au 
centre O sont égales (n° 480). 

Cetle distance commune est 
ce quon appelle lapothéme 
Fig. 334, du polygone régulier. 


378 — CALCUL DE L’APOTHEME. 
— Soit a (fig. 234) le cété AB @un polygone .régulier et R 
son rayon. Abaissons du centre O la perpendiculaire OH 
sur AB : nous savons que H est le milieu de AB (n° 482). 
Dans le triangle rectangle AOH on a: ' 


OH* = OA*— AR’. 
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Or, OA=R et AH=*, 
——n 2° 
donc : OH’ =R?2 =F 
OH = peony 
4 

379. — Aire d’un polygone régulier. — L’aire d'un 


polygone régulier est égale au produit de son périmétre par 
la moitié de son apothéme. 

Soit ABCDEF (fig. 234) un polygone régulier. Joignons 
le centre O aux sommets. Nous décomposons ainsi le 
polygone en autant de triangles isoceles OAB, OBC, 
OCD, etc., quil y a de cétés. Ces triangles isocéles sont 
dailleurs tous égaux, car on peut faire coincider deux 
gquelconques d’entre eux par rotation autour de O. 

L’aire du polygone est donc égalea autant de fois Vaire 
du triangle OAB qu'il y a de cétés. Soient n le nombre des 
cotés, S laire du polygone, a la longueur du cété AB du 
polygone, / lapotheme. 

Ona": 

S==n>< areAOB—=n< = 
ce qui s’écrit : ; 

(1) Ss —" < na. 


Or, na est le périmétre P du polygone. La formule (1) 
s‘écrit donc : ; 
(2) ; S=-P. 
380. — Remaroug. — Nous avons calculé l’apothéme 
h (n° 378) et nous avons trouvé 
h= eee 
4 


On en conclut : 
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381. — Aire du triangle équilatéral. — Soit ABC 
A (fig. 235) un triangle équilatéral 
de coté AB =a. 
Menons la hauteur AD dont 
le pied D est le milieu de BC. 
L’aire S du triangle est : 


S=-BCXAD. 


Or, 
Fig. 235. BG—a 


et, dans le triangle rectangle ABD, ona: 


Al Are Bee ee 
D=AB —B a i ; 
“dou 
Ai 2 
a 
On en conclut : 
275 
g__ va 
4 


382. — Aire de l’hexagone régulier. — Soit ABCDEF 
(fig. 219) un hexagone régulier de cété AB=a. 
Son périmétre est : 


P= 6a: 
Son apothéme est. 
he ae _ay3, 
- 2 


car le rayon R estégal a a@ (n° 349). 
On en conclut (n° 379) que laire S de l’hexagone est : 
Sebi oe 6ary/3 nee 3023, 


2 an ie aes 


383. — Aire ducercle. — L'aire d’un cercle est égale au 
produit de sa circonférence par la moitié de son rayon. 


Nous admettrons cette proposition sans démonstration, 
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On peut avoir une idée de son exactitude en remarquant que, si 
on inscrit dans le cercle un polygone régulier d’un trés grand 
nombre de cétés, de fagon que chacun de ces cdtés soit tres petit, le 
périmetre P du polygone se confondra sensiblement avec la circon- 
férence du cercle, Papotheme h sera sensiblement égal au rayon, et 
Yaire du polygone qui est égale au produit de P (circonférence) 
par la moitié de l’apothéme (rayon) est tres sensiblement égale A l’aire 
du, cercle. 

On pourra, par exemple, construire (n° 352) le polygone régulier 
de 96 cotés (car 96 =6 <2 2><2><2) inscrit dans un cerele de 
5 centimétres de rayon, et on constatera qu’il est presque impossible, 
a Voeil nu, de distinguer le polygone d’avec le cercle circonscrit. 


R étant le rayon du cercle, sa circonférence est 27R. 
Son aire est donc: 
S=o7Rx& 
ou, en simplifiant, 
S=zcaR?. 
L’aire d’un cercle est égale au produit du carré de son rayon 
par le nombre =. 


ExempLe. — Calculer Vaire d'un cercle de 5 centimetres de 
rayon. 


Cette aire est : 
S=3,1416 >< 52 = 78m? 54, 
384. — Aire du secteur circulaire. — On appelle see- 
teur cireulaire la surface comprise B 
entre un arc de cercle et les deux 
rayons qui aboutissent a ses extré- 
mités (fig. 236). A 


Ne Re 


Deux secteurs circulaires d’un 

- méme cercle et de méme ouver- 
ture angulaire sont évidemment 
superposables par rotation autour 
du centre, par suite égaux. 

Un secteur circulaire dont 
 Youyerture d’angle est de 32°, par exemple, se compose 
- donc de 32 secteurs circulaires égaux de 1° d’ouverture 
_ chacun, 


Fig. 236. — Secteur circulaire. 


, 
A ie 
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L’aire du cercle entier comprend 360 secteurs circulaires 
égaux de 1°. L’aire du secteur de 1° est donc la 360° par- 


tie de l’aire du cercle : 
zR? 
360° 


Laire dun secteur d'un nombre quelconque de degrés s'ob-_ 


aire du secteur de 1°= 


tient en multiplant aire du secteur de 1° par le nombre des 
degrés dowverture du secteur. 
Ainsi l’aire du secteur de 32° sera 
3a7R? 
360 


385. — Aire du segment de 
cercle.— On appelle segment de 
eerele Ja surface comprise entre un 
arc de cercle et sa corde. 


On voit immédiatement que 
TYaire d'un segment de cercle 
AMB (fig. 237) est la différence 
entre l’aire du secteur circulaire OAMB et du triangle OAB. 


Fig. 237. 


g 3. — Comparaison des aires. 


386. — Théoréme. — Le rapport des aires de deux 


triangles semblables est égal au carré de leur rapport de- 
similitude. 


Soient en effet (fig. 238) deux.triangles semblables ABC, 
A’B’C’ et AH, A‘'H’ leurs hauteurs. Ona: 
aire A'B'C! =—s BC’ < A’H’, 
aire ABC=- BC x AH. 
D’ot, en divisant membre a eee: 


Hi aire A'B'C! _BYC!_ A'H! 
are ABU BG ~~ AH 
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Les deux triangles étant semblables, les lignes homo- 


aun 


A’ 


B RG ee eae ob Veolia AC 


Fig. 238. 


| logues des deux figures sont proportionnelles et dans le 


rapport & de similitude. On a donc : 7 
BCPA eae 
BCs An ' 
Légalité (1) devient alors : 
aire A’B'C’ 
GreaABG a 
387. — Théoréme. — Le rapport des aires de deux poly- 


_ gones semblables quelconques est égal au carré de leur rap- 
port de similitude. 


Soient ABCDEF, A‘B’'U’D'E’F’ (fig. 239) deux polygones 
semblables dans le rapport de ee k. 

Soient S et S’ Jeurs aires. 

Du sommet A menons les diagonales AC, AD, AE qui 


ae D 


C D 
eg 
Neier’ 


partagent le polygone ABCDEF en quatre triangles d’aires 
T,, See Ts, T,. 
Faisons de méme dans le second polygone en menant 


Fig. 239. 
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du sommet A’, homologue de A, les diagonales A’C, 
A'D’, A'E’ qui partagent le polygone A’B/C'D'E'F’ en 
quatre triangles respeclivement semblables aux précé- 
dents dans le rapport k, puisque, les deux figures pou- 
vant étre amenées a étre homothétiques dans le rap- 
port k, toutes les parties homologues sont semblables 
dans le rapport k. Soient T’,, T’,, T’;, T’, les aires de ces 
quatre triangles. 
D’aprés le théoréme précédent on a : 


Dy os Lig eres Og ad 


swig URES MioeW Rie 
ou: 
ee he Dee 
T',=i:T,. 
T. To 
hy. 


Ajoutons ces égalités membres 4 membres et il vient : 
T4734 Ts + TT. = (T,4+T,+ Ts + T,). 
Or, on a évidemment : 
Pete Tyet = s5 


‘+ i+ tas, 
el, par suite, 


SSeS 
ou: 

Sian 

hs 

sh. 


388. — Généralisation. — Le rapport des aires de deux 
figures planes semblables est égal au carré de leur rapport 
de similitude. 


Cette proposition peut encore étre vérifiée pour les cercles. ; 
_ Deux cercles quelconques sont semblables, et leur rapport de simi- 
litude est celui de leurs rayons, ¢ 


i> - = 
4 és 
; COMPARAISON DES AIRES. 269 


_ Or, si deux cercles de rayons R et R’ ont des aires S’ et S, ona 
n° 383) : 


%, Se ae 

re S—=< R%, 

— Dot 

E 2 

: SR \R)° 

a4 4 

_ Le rapport des atres de deux cercles est le carré du rapporl des 
_ rayons. 


389. — Remarque. — Le fait que les unités de surface 
du systéme décimal vont de 100 en 100 n’est qu’un cas 
particulier de ce qui précéde. 3 
_ En effet, le métre carré et le décimétre carré sont deux 
-polygones semblables dans le rapport de similitude 10. 


Le rapport de leurs aires est donc 10?= 100. 


i” 
A 390. — Construction. — Construire un carré qui soit a 
un carré donné dans un rapport 

_ donné. A 

Soit a le cété du carré donné 

etxle cété d'un carré inconnu, 

tel que Je rapport de son aire 

a celle du premier soit égal au Bg D C 


apport = de deux longueurs 


Fig ‘240. 


Pour traiter la question, nous remarquerons que: 


_ Le rapport des carrés des deux cétés de langle droit dun 


F Car dans le triangle rectangle ABC (fig. 240), dont AD 
est la hauteur, on a (n° 307): 

AB*=BD x BC, 

AC*=CD x BC. 
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D’ot, en divisant membre a membre : 
AB’ _BD 
Ac’ CD 


Cela étant, sur une droite indéfinie (fig. 241), portons 
a bout a bout deux lon- 
eel 
——— gueurs. 
2 
SS 


AB=m, BC=n. — 


Sur AC comme dia- 

TAN métre, décrivons un 
demi-cercle et élevons 

Se EN en B la perpendicu- 


A m cy ae & laire & AC qui coupe 
le demi-cercle en D. 
Joignons AD et CD, 
et, sur CD, a partir de D prenons une longueur DE=a, 
Enfin, par E, menons la paralléle EX a AC qui coupe AD 
en X. 


Fig. 241. 


DX est le cété cherché x. 


En effet, EX et AC étant paralléles, ona: 


DX__AD 
DES CD 
ou 
xceraD, 
ae Gs 
et, en élevant au carré, oi | 
at AD ; | 
Corer ait | 


Or, dans le triangle rectangle ACD, on a, d’aprés ce qui 
précéde : 


AD’ AB_m 
CD? BC n 
On en conclut 
Bi Ne Vie 
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391. — Théoréme de Pythagore. — Le carré construit 
sur l’hypoténuse d’un triangle rectangle est équivalent a la 
somme des carrés construits sur les deux cét¢és de l’angle 
droit. 


Nous avions fait (n° 307) une démonstration numérique 
de cette belle pro- 
position. Nous 
allons mainte- 
nant la montrer 

 géométrique- 
- ment,sans calcul. 

Soit ABC le 
trianglerectangle 
en A et BCED, 
ACFH, BAIK, les 
carrés construits 

_ surses trois cétés 
e(fig:- 242). Joi- 
- gnons IH et con- 
struisons le 
triangle DEM sy- 
-métrique du pepe 
triangle ABC par iM 
- rapport au centre 
~ Oducarré BCED. 
_ WLhexagone BCFHIK se compose de deux triangles 
Zs égaux a ABC et des deux carrés ACFH et ABKI. 
_ L’hexagone ACEMDB se compose de deux triangles 
- égaux 4 ABC et du carré BCED. 
_ Le théoréme sera donc démontré si l’on prouve que ces 
_ deux hexagones sont équivalents. 

Or, ceci est évident, car la diagonale KAF partage le 
premier hexagone en deux quadrilatéres égaux comme 
t symétriques par rapport a KF, etla diagonale AM partage 
le second hexagone en deux quadrilatéres égaux comme 


a 


Fig. 242. — Théoréme de Pythagore. 


4 i 
1 ae al i 
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symétriques par rapport a O. D’ailleurs, Jes deux quadri-— 
lateres ACEM et KBCF sont égaux, car ils sont superpo-— 
sables par une rotation de go® autour de C. 

Les deux hexagones sont donc équivalents comme 
ayant des aires doubles de celles de ces deux quadrila-— 
téres égaux. 


EXERCICES PRATIQUES 


§ 4. 


457. Les dimensions d’un rectangle sont 4 métres et 6 métres. Partager 
ce rectangle en 8 parties égales, chaque partie étant un polygone non convere 
n’ayant que des angles droits, les cdtés devant avoir les uns 2 métres, les — 
autres 1 métre. : } 

458. Construire un triangle dont les cédtés ont 39, 80, 89; vérifier 
quiil est rectangle, et le transformer en un triangle isocéle équivalent, — 
ayant pour base le cété moyen. Evaluer l’aire de la partie commune aux 
deux triangles. 

459. Diviser en 5 parties équivalentes le triangle construit dans l’exer- 
cice précédent, au moyen de droites partant du sommet de l’angle droit. 

460. Marquer sur une diagonale d'un carré le point tel, qu’en le joi- 
gnant 43 sommets on ait 3 droites divisant le carré en parties équiva- 
lentes. 4 

461. Construire un triangle ABC ayant AB= 48, BC = 24, angle B= 30°. 
Prendre sur AB entre A et B le point D tel que AD = 36. Déterminer sur 
AC le point E pour que le triangle EAD soit la moitié de ABC. ; 

462. Deux champs, compris entre les chemins non paralléles AB et CD, 
sont séparés par la ligne droite EF. Soit I un point quelconque de AB. 
Remplacer Ja séparation rectiligne EF par une autre partant de I pour qué 
les superficies des deux champs ne soient pas changées. (Mener par le 
point E une paralléle a IP.) : 

463. Soit xOy un angle de 15°. Sur Ox, on prend : 


OA= 100; OB=115; 0C=120; OD = 150. 


Po WE 


Sur Oy, on prend : | 
OE=60; OF=110; 0G=120; OH= 160; ; | 

On méne BE qui coupe All en I; AH coupe CG en K; CG coupe DF en L. | 
On considére deux champs compris entre les chemins Ow et Oy, et) 
s¢parés par la ligne brisée BIKLF. Remplacer cette séparation par une) 
ligne droite sans changer les contenances des deux champs. | 
(Mener FK; sa paralléle LM coupe KI en M; la ligne brisée FMIB a un} 


coté de moins que l'ancienne, et pourrait servir de séparation sans change-} 
ment de contenance; ainsi de suite.) »| 
i 


$ 
% | 


x 
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La ligne droite obtenue pourra étre modifiée selon les indications de 
Vexercice précédent. 
464. Marquer sur une droite, en allant toujours dans le méme sens : 


Ge 20510G0 == 8 GOB 12) B D140; DB 07%- EE 15. 


Nun -coté de la droite, élever la perpendiculaire D’D égale 4 24. De 
Vautre coté, porter sur des perpendiculaires a cette droite : 


MA == 35 9G0 6 = 60 BOB 205 FF = 36: 


Construire Je polygone ABCDEFG, évaluer son aire, le transformer graphi- 
quement en un triangle équivalent. Calculer le cété d’un ecarré, puis celui 
d'un triangle équilatéral équivalents a ce polygone. 

465. Quelle est l’aire d’un triangle rectangle isocéle dont I’hypoténuse a 
50 métres? 

466. Construire un trapéze isocéle dont la grande hase est triple de la 
petite, quia2o millimetres, et dont un angle aigua 45°; calculer mentale- 
ment son aire et les dimensions d’un rectangle équivalent, de méme hauteur. 

467. Un jardin rectangulaire a 80 métres de long et 25 métres de large ; 
on V’entoure d’un mur de 40 centimétres d’épaisseur, dont les fondations 
sont prises dans le rectangle. Quelles sont les dimensions et quelle est la 
superficie du terrain disponible ? 

408. Laire d’un carré est 232°,5625. Calculer son cété. 

469. Quelle est l’aire d'un rectangle dont la diagonale a 100 métres ct 
dont ics cétés sont dans le rapport de 2 a5 ? 

470. Une plaque de carton rectangulaire a 10 centimétres de long et 
6 centimetres de large ; on enléve en chacun de ses coins un carré de 2 cen- 
timétres de cété, puis, pour obtenir une boile, on releve les rectangles qui 
débordent. Quelle est la surface totale des paroiset du fond de la boite? 

474. Sur un coté BC d'un triangle ABC, on construit du cété ot ne se 


“trouve pas A (ou du cété de A) un carré BCDE ; AD et AK rencontrent BC 


en F et G; Fil et HI, perpendiculaires a BC, rencontrent AC et ABen If et 


I, et la figure IGFII est uncarré homothétique 4 BCDE par rapport a A. 


Calculer l’aire de ce carré si ABC est équilaléral avec 3 centimétres de 
cote. 

472. Calculer l’aire d’un triangle isocéle dont la base a 2 millimétres et 
dont l’un des angles égaux a 12°. 

473. Calculer Vaire d’un triangle isocéle dont la hauteur a 100 métres ct 


dont V’angle au sommet a 20°. 


474. Calculer l’aire d’un triangle isocéle dont l’un des cétés égaux a 


100 métres et dont I’angle au sommet a 139°. 


475. Dans le trapéze ABCD, la base AB a 400 millimétres, le 


ee LEX a 
— coté AD ago millimétres, l’angle ABC a 60°, langle DAB a 160°. Calculer 


la seconde base, et calculer l’aire du trapéze. 


476. La petite diagonale d’un losange est de 3™,2 et le cété du losange 


vaut les > de la grande diagonale: Quelle est l’aire de ce losange ct quelle 


est la longueur de son cété? 


Bourter. — ELeMents DE GKOM. 18 
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477. L’un des cétés de l’angle droit d’un triangle rectangle est égal a 
1& métres et la perpendiculaire abaissée du sommet sur l’hypoténuse a une 
Icrgueur de 9 métres. Calculer ‘aire du triangle. : 

478. Un trapéze ABCD a pour bases AB = 320 métres et CD = 150 metres ; 
Vangle DAB vaut 45° et le coté AD est égal & 80 métres. Calculer laire 
du trapeze et le coté BC. 

479. Les bases d'un trapeze isocéle ont pour longueur 16 métres et 
to métres et les cétés non paralléles 7 métres. Calculer l’aire de ce tra- 
peze. 


EXERCICES THEORIQUES 


8 4. 


480. Le carré construit sur la somme de deux droites est équivalent 
a la somme des carrés construits sur chacune de ces droites et du double 
du rectangle ayant ces deux droites comme cétés. 

484. Comment faut-il modifier I’énoncé précédent pour le carré con- 
struit sur la différence de deux droites? 

482. Le carré qui a pour cété la diagonale d’un autre carré a une aire 
double de celle de ce carré. 

_ 483. Sur les trois cétés d'un triangle rectangle on construit des carrés. 
Evaluer, en fonction des cdtés de l'angle droit du triangle donné, l’aire de 
hexagone formé en joignant les sommets consécutifs des trois earrés. 

484. Sur les trois cotés d'un triangle équilatéral ABC, on construit des 
carrés extérieurement a ce triangle. Calculer en fonction du cdté du triangle 
ABC Vaire de I'hexagone obtenu en joignant les sommets voisins de ces 
carrés. 4 

485. Exprimer la surface d'un triangle équilatéral en fonction de la 
hauteur. 

486. Si l’on joint les quatre sommets d’un parallélogramme ABCD a un 
point O pris & l’extérieur, le triangle qui a pour sommet ce point Oet pour 
base une diagonale équivaut a la somme des triangles qui ont pour som-— 
met commun le point O et pour bases respectives les deux cétés adjacents 
qui aboutissent & l'une des extrémités de la diagonale considérée. 

487. La somme des aires des triangles ayant pour bases deux cétés oppo- 
sés d'un parallélogramme et pour sommet commun un point O queleonque, | 
pris 4 l'iutérieur du parallélogramme, est égale a la somme des aires des 
deux triangles ayant pour sommet commun le méme point Q et pour bases 
les deux autres. cdtés. ¥ 

488. La surface d’un triangle rectangle a pour mesure le produit des 
deux segments déterminés sur I’hypoténuse par le point de contact du 
cercle inserit dans le triangle. : 

489. On donne un triangle ABC dans lequel j’angle A vaut 120° etdont 


7 
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le cété AB est double de AC. On construit des carrés sur Jes trois cdtés de 
ce triangle et extérieurement, puis on joint les sommets voisins de ces 
carrés. iyalter en fonction du coté AC = a l’aire del’ hexagone ainsi obtenu. 

490. Dans un losange, l’une des diagonales est égale 4 la moitié du cdlé 
et l'autre diagonale a une longueur donnée d. Calculer l’aire du losange. 

491. Htant donnés trois points A, B, C en ligne droite, B entre A et C, 
et tels que AB=a et BC =6, on construit sur AB et BC deux triangles 
équilatéraux au-dessus de AC, ABD et BCE. Calculer l’aire du quadrilatére 
ADEC en fonction de a et de b. Application numérique : a= 2 mélres; 
6=4 metres. 

492. Dans un triangle ABC, on pose : 


Bl=¢a 
CA===6 
AB Se 


AB-+ BC+ CA=2p. a 
On désigne par 7 le rayon du cercle inscrit I, par 7” le rayon du cerele 
exinscrit I’ qui a son centre sur la bissectrive intérieure en A, et par’S la 
surface. Soient D, E, F les contacts de BC, CA, AB avec le cercle I; G, Il, 
K les contacts de ces cétés avec le cercle I’. 


On sait que 
AK= AH =p 
AE= AF=p—a 
BF =BD=p—b 
Ck =CD=p—e 
et que 
BK=BG=p—e 
CG =CH=p—b. 
Démontrer que 
S=pr 
S=(p—a)r’ 


dot S?=p(p—a)rr’. 


Remplacer rv’ par un produit équivalent au moyen des triangles sem- 
blables CID, C/G, et démontrer que 


S=\ p(p—a) (p—}) (p—oe). 


493. Calculer l’aire d’un trapeze en fonction des quatre cdtés : les deux 
bases ont 45 métres et 30 métres et les cdtés non paralléles 17 meétres ct 
25 métres. 

494. On prend les milieux M et N des médianes BD et CE du triangle 
ABC. Caleuler la surface BMNC en fonction de la surface du triangle ABC. 

495. Sur la bissectrice d’un angle droit XOY, on prend trois points 
éguidistants A, B, C. Des points A et CG on méne des paralleles a OX, 
rencontrant OY en A’ et C’, et par Je point milieu B on éleve la perpendi- 
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culaire 4 OC, coupant OX en B’. Démontrer que laire du triangle AB’C est 
égale 4 l’aire du trapeze AA’CC’. er 

496. Le parallélogramme qui a pour sommets les milieux des cdtés d'un 
quadrilatére queleonque est la moitié de ce quadrilatere. 

497. Montrer que laire d’un trapéze est égale au produit de l'un des 
cétés non paralléles par sa distance au milieu du cdté opposé. 


EXERCICES PRATIQUES. 


§ 2. 


498. Construire un hexagone régulier de 50 de eété; calculer le rayon 
d'un cercle équivalent; construire ce cercle concentriquement a I'hexagone ; 
comparer son rayon a l’apothéme et au rayon de l’hexagone. 


On prendra pour * a valeur 0, 3183. 
T 


Rectifier ce cercle, et comparer sa longueur avec le périmétre de’ 
Ihexagone. aa 

499. Construire un carré ayant 40 de cdté, et prolonger les cétés. Mar- 
quer Jes intersections de ces prolongements avee les cercles concentriques 
aux sommets, ayant pour rayon une demi-diagonale. Démontrer que les 
points obtenus sont les sommets d’un octogone régulier. Evaluer l’aire de 
cet octogone, en utilisant la décomposition en un carré, 4 rectangles, et 
4 triangles rectangles isocéles dont la somme équivart au carré. 

ER a . 

500. Admettant pour x la valeur V2 1-3, et par suite pour cR® la 
valeur R22 + R°V3, construire : 

1° Les longueurs RV2 et RY3 (edté du carré et coté du triangle équila- 
téral inscrits dans le cercle de rayon R); 

2° Les rectangles dont les aires soient R22 et R2V33 

3° Les carrés equivalents a ces rectangles ; 

4° Le ecarré équivalent 4 leur somme. 

Conelure que ce carré réalise approximativement la quadrature du 
cercle. 


EXERCICES THEORIQUES. 


§ 2. 


504. De chaque sommet d'un triangle équilatéral comme centre, on décrit 
avec le coté a pour rayon un are de cercle limité aux deux autres som- 
mets. Calculer Vaire du triangle curviligne ainsi obtenu. Application numé- 
rique + a= 10™, ; 

502. D'un point quelconqne € d’un demi-cercle on -abaisse la perpendi- 
culaire CD surle diamétre AB et on déerit des demi-eercles sur les segments 
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AD et BD comme diamétres. Quelle est Ja mesure de l’aire comprise entre 
les trois demi-cercles ? 

503. Calculer la portion de surface d'un cercle de rayon R limitée par 
deux cordes égales et paralléles ayant pour distance R. 

504. On donne un quart de cercle limité par les rayons rectangulaires 
OA, OB. On décrit sur OA et OB comme diamétres des demi-cercles a 
Vintérieur de OAR. Evaluer les surfaces des différentes régions détermi- 
nées dans le quart de cercle. 


R ; 
505. Deux cercles 0 et 0’ de rayons R et 3 sont tangents extérieurement 


en B. On méne la tangente commune extéricure AA’. Calculer en fonction 
de R l’aire comprise entre AA’ et les ares AB et A’B. Application : 
R= Q centimetres. 
506. Le cercle inscrit dans un triangle rectangle est équivalent A la 
somme des cercles inscrits dans les deux triangles rectangles déterminés 
par la hauteur issue du sommet de l’angle droit et par l’hypoténuse. 


EXERCICES PRATIQUES. 


§ Ss. 


507. Construire un triangle dont les cétés ont 64, 76, 100. Diviser chaque 
coté en 4 parties égales, ct, par chaque point de division sur un coté, mener 
des paralléles aux deux autres cétés; observer que Je triangle est alors 
partagé en 16 triangles égaux. Quel est le théoréme que vérifie cet exercice? 

508. Ktant donné un triangle équilatéral de 60 de cété, construire un 
autre triangle équilatéral dont l'aire soit moitié moindre; calculer son cote 
pour vérifier la construction. 

509. Soit ABC un triangle isocéle rectangle en A, ayant AB=3o. On 
construit CD = 30 perpendiculairement 4 BC; DE = 30 perpendiculairement 
a BD: EF=3o perpendiculairement 4 BE. Ainsi de suite. Voir suivant 
quelle régle se succédent les aires des carrés construils sur BO, BD, BE, ete., 
et suivant quelle régle se succédent les aires des triangles ABC, ABD, ABE, 

540. Construire le triangle rectangle ABC, quelconque; par exemple, 
AB=56; AC=go, dott résultera BC = 106. 

Sur BC, et du méme cété que A, construire le carré BODE. 

Sur AC, construire le carré ACFG, dont le cote FG passe par D, AG cou- 
pant DE en L. 

Sur AB, construire le carré ABHK, du cote of se trouve CG; HK coupe 
BC en M. 

E se projette sur AG en N. 

Observer que le quadrilatére ACDI est commun aux carrés ACFG, BODE; 
que ABMK est commun ’ ABHK et 4 BCDE; que les triangles CFD et BEN 
sont égaux, ainsi que MCK et DLG, et que ENL et BMI. 

Découper ces différents polygones pour les assembler comme le montre 
la figure, soit pour constituer les deux carrés ACFG ct ABIIK, soit pour 
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constituer le carré BCDE, et pour obtenir ainsi une démonstration pratique 
du théoreme de Pythagore. 

544. Construire le triangle ABC, ayant AB=5o0, BC—60, CA=70; 
porter sur CA la longueur CD égale au cété du carré dont CA est la diago- 
nale; mener DE paralléle 4 AB. Démontrer que DE divise le triangle en 
deux parties équivalentes. 

Tracer la hauteur CF relative 4 AB; elle coupe DE en H. Vérifier que le 
carré dont le coté est CH a sa diagonale égale a CF. 

542. Reprendre le triangle ABC de l’exercice précédent. Diviser AC en 


5 parties égales. Soit AD== de AC. Deécrire le demi-cercle de diamétre 


AC, élever perpendiculairement & AC Ja demi-corde DE, rabattre AE en 
AF sur AC, et mener FH paralléle 4 CB. Démontrer que le triangle AFH 


est les ; du triangle ABC. Conclure le moyen de partager le triangle ABC 


on 5 parties équivalentes par des paralléles 4 BC. 

543. Construire deux carrés, l'un de 20 millimétres de cdté, l’autre de 6o. 
Diviser le second en carrés égaux au premier, compter les carrés obtenus, 
et voir quel est le théoréme veérifié par cet exercice. 

544. Méme exercice, en prenant 40 et 70 pour les deux carrés 4 construire, 
qui seront partagés en centimétres carrés, pour voir que, si l'on rend 7 fois 
plus grand le cété d'un carré, son aire est rendue 72 ou 49 fois plus grande ; 
et que le rapport des aires des deux carrés est égal au carré du rapport des 
cotés. 


EXERCICES THEORIQUES. 


§ 3. 


545. Les trois triangles ayant pour base chacun des trois cétés d’un 
triangle et pour sommet commun le point de concours des médianes de ce 
triangle sont équivalents. 

546. Si les deux triangles ABC, A’B’C’ ont les angles A et A’ égaux ou 

AB><AC 
NRA 

547. Diviser un triangle en deux parties équivalentes par une perpendi- 
culaire a un céte. 

548. Etant donné un triangle T, on construit un autre triangle T’ dont 
les cdtés sont égaux respectivement aux médianes du triangle T. Démontrer 


supplémentaires, le rapport de leurs aires est égal au rapport 


que le rapport des aires des triangles T’ et T est égal a : 


549. Dans le trapeze ABCD, les edtés non paralléles AD et BG se 
coupent en KH, et les diagonales se coupent en F, Exprimer, en fonction ~ 
de AB=b et de CD=D’ le rapport des aires des triangles EAB et FAB. 

520. Construire un polygone semblable aun polygone donné, et dont 


re 58 5 ae 
Vaire soit égale aux 3 de laire de ce polygone. 


DEUXIEME PARTIE 
GEOMETRIE DANS L’ESPACE 


CHAPITRE V 


LES DEPLACEMENTS ELEMENTAIRES 
DROITES ET PLANS 


2 


§ 4.— Détermination et intersection de droites 
é et plans. 


392. — Le plan. — La plus simple de toutes les surfaces 
~ est le plan, dont la surface d’une table, d’un mur bien 
dressé, d’une eau calme, nous donne une idée trés exacte. 


393. — Propriété caractéristique du plan. — Toute 
droite qui joint deux points queleonques d’un Jan est située 
tout entiére dans ce plan. 


Si entre deux points d’une table bien plane on tend un fil, ce fil 
touchera la table en tous ses points. 


394. — Glissement d’un plan sur lui-méme. — On 
peut faire coincider deux plans quelconques dans toute 
leur étendue. 


Ainsi, si l’on pose un livre sur une table, la couverture du_ livre 
touche la table en tous ses points. Une régle 4 dessin posée sur une 
planche touche la planche en tous les points de sa surface. 

Lorsque deux plans coincident, on peut faire glisser 
Pun des plans sur lautre, sans qu’ils cessent de coincider. 

On peut, par exemple, faire glisser une régle sur une planche, un 
livre sur une table. 

Cette propriété que posséde le plan de pouvoir glisser 
sur un plan avec lequel il coincide est trés importante. 
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Nous dirons souvent, pour abréger le langage, que /e plan 
glisse sur lui-méme. 


395. — Gé6tés du plan. — Le plan est une surface illi- 
milée. 

On doit considérer un plan queleonque comme n’ayant aucun bord, 
comme prolongé indéfiniment dans tous sens. 

Il ne serait pas possible de figurer un plan tout entier, 
aussi, dans la pratique, se contente-t-on d’en figurer une 
portion. 

Dans la suite, pour figurer un plan, nous représenterons toujours 
une portion rectangulaire de ce 
plan. Ainsi la figure 243, qui repré- 
sente une sorte de carte, comme 


une carte de visite, nous servira a 
figurer un plan; mais il est bien 


= entendu que ce n'est 1a qu’une por- 
tion du plan et que, par la pensée, 
Fig. 243. — Plan. on doit se figurer ce plan prolongé 


en tous sens au deli des bords, 
aussi loin qu'il est nécessaire. 

Il y a d'ailleurs une grande difference entre les figures que nous 
allons employer dans la Géométrie dans l’Espace et celles de la Géomé- 
trie plane, En effet, les figures planes sont représentées en grandeur 
réelle sur la page qui constitue leur plan; tandis que les figures de 
lespace sont représentées en perspective, telles qu’on les voit. 

Un plan illimité partage Vespace en deux régions que | 

lon appeile les deux cétés du plan. 
Une ligne quelconque (fig. 244) allant 
dun point A, situé d’un certain cété 
dun plan P, a un autre point B, si- 
A tué de Vautre cété, traverse néces- 
pg Ssairement le plan P en au moins un 
point dintersection C. 
Lorsque nous  considérerons un plan 
comme horizontal, c’est-\-dire comme | 
Fig. 244. ayant la situation de la surface d’une eau 


_ tranquille, nous distinguerons les deux cdtés 
du plan en disant qu’ils sont le dessous et le dessus du plan. 
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396. — Semi-plans. — Une droite indéfinie située dans 
un plan illimité partage ce plan en deux parties que l’on 
nomme semi-plans. 


Ainsi la droite D partage le plan P (fig. 245) en deux semi-plans 
Reeth. 

Deux semi-plans formant ensemble un plan illimité 
sont dits en prolongement lun 
de Pautre. On peut rabattre 
lun de ces deux semi-plans 
sur lautre par rotation au- 
tour de la droite qui les sé- 
pare. Fig. 245. — Semi-plans. 

Ainsi (fig. 245), en faisant tourner 
le plan P” autour de D comme charniére, de méme qu’on fait tour- 
ner une page d’un livre, on peut le rabaltre sur P’, c’est-a-dire le 
faire coincider avec le semi-plan P”. 

397. — Détermination du plan. — I] est clair que par 
une droite D on peut toujours faire passer au moins un 
plan, car il suffit d’amener un plan 4 contenir deux points 
de la droite. 

Il ya d’ailleurs une infinité de plans passant par D, car 
dés qu’on en a un, il suffit de le faire tourner autour de 
D pour en avoir d'autres. 

Soient D une droite et P un plan indéfini passant par 
cette droite (fig. 246). Soit A un point quelconque de l’es- 
pace non situé sur la droite D. Si l’on fait tourner le plan 
P autour de D comme axe, Jes deux semi-plans P’ et P” 
balaient tout l’espace et il arrivera un moment ot l'un 
ou l’autre de ces deux semi-plans contiendra le point A. 

A ce moment, le plan P contiendra a la fois le point A 
et la droite D. 

Il y a deux maniéres de faire passer le plan P par A: 
soit en amenant le semi-plan P”, soit en amenant le semi- 
plan P’a contenir A. Mais dans les deux cas on obtient 


le méme plan indéfini passant par A et D. En résumé : 
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Par une droite et un point non situé sur cette droite passe 
un plan et un seul. 


On dit encore que la 
‘s 


iN droite et le point déterminent 
JAN un plan. 
ee \ eS Soient A, B,C, trois points 


: non en ligne droite. Tout 


plan contenant les points B 
et C contient tout entiére la 
droite D (fig. 246) qui joint ces — 


‘ ) deux points (n°393). Par suite, 
ae ‘ yy tout plan passant par A, B 
eH et C passe par la droite D et 
Weed le point A; et réciproque- 
Vv 


ment tout plan passant par 
Fig, 246. — Détermination d'un plan. D et A contient les trois — 
points A, B, C. : 

Par trois points nun en ligne droite passe un plan et un 
seul. 

Soient D et D’ (fig. 247) deux droites qui se coupent enun — 
point O. Prenons sur D’ un point A 
distinct de O. Tout plan passant par D 
et le point A, contiendra D’, car il con- 
tiendra les deux points A et O de cette 
droite. 


Par deux droites qui se coupent passe 
un plan et um seul, 


En résumé : 


Un plan est déterminé : ; 
Fig. 247. Soit par une droite et un point non 
situé sur elle; 
Soit par trois points non en ligne droite; 
Soit par deux droites qui se coupent. 


398. — Génération du plan. — Soient D une droite 
(fig. 248) et A un point non situé sur elle. Nous savons qu ait 


ns 


2 
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existe un plan P et un seul qui passe, a la fois, par la 
droite D et le point A. 

Considérons une droite mobile 4 passant par A et ren- 
contrant D en un point M. 
Cette droite ayant deux points, 
A et M, situés dans le plan P, 
est située tout entiére dans 
ce plan. Si maintenant nous 
imaginons que A tourne au- 


Fig. 248. — Génération du plan. 
tour de A tout en rencontrant > 


toujours. la droite D, elle restera toujours, dans ses posi- 
tions successives, A, 4’, A”, A’”’, etc., située dans le plan 
P. Elle balaiera tout le plan. Nous pouvons dire qu'elle 
engendre le plan. 

_ Nous dirons encore que le plan P est le lieu géomé- 
- trique des positions de la droite mobile A. 

On peut imaginer ainsi une infinité de maniéres d’en- 
gendrer un plan par une droite mobile. En voici un autre 
' exemple. 

Deux droites D et D’ qui se coupent (fig. 249) déterminent 
un plan P. Toute droite A rencontrant, ala fois, les deux 
droites D et D’ (s'appuyant sur 
ces deux droites), est située 
- tout entiére dans le plan P 
_ puisqu’elle y a deux points, a 
savoir, les deux points de 
rencontre avec D et D’. Par Fig. 249. — Génération du plan. 
suite, lorsque la droite A se 
déplace en s’appuyant sans cesse sur les deux droites D 
et D’, elle reste, dans toutes ses positions A, A’, A”, A’, 
etc., située dans le plan P; elle engendre ce plan. 


Dans le premier cas (fig. 248), la droite A pivote autour d’un point 
fixe A, le plan P est engendré par la rolation d’une droite. Dans le 
_ second cas (fig. 248), on peut supposer que la droite A se déplace paral- 
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lélement 4 clle-méme, le plan est alors engendré par un mouvement — 
de translation d'une droite. 

Cette génération du plan est courante dans la pratique. Prenons 
une boite pleine de sable dont le sable déborde bien au-dessus des 
bords (fig. 250). Avee une latte de 
bois bien rectiligne, appelée ra/le, 
abattons le sable en exeés. Le 
bord de la rafle est une droite 
mobile qui s‘appuie sur deux droi- 
tes fixes qui sont les bords de la~ 
boite : elle engendre un plan. De 
telle sorte que, lorsque la rafle a 
abattu le sable en excés, la sur- 
face du sable est exactement un 
plan déterminé par les bords de 
la boite. | 

Fig. 250. — Rafle. Le fil de fer dont on se sert 
dans les €piceries pour couper le 
beurre ou le fromage engendre 

une surface plane s’il est bien guidé. Le bord tranchant dun cou- 
teau qui coupe un morceau de bois est une droite qui engendre un — 
plan si la lame du couteau reste bien & plat sur la partie tranchée. 
Ici on a l’exemple d’un plan (la lame du couteau) qui glisse sur un 
autre plan qu’il engendre (la surface de la section). 


399. — Intersection d’une ligne et d’une surface. — 
Une ligne dont tous les points ne sont pas situés sur une_ 
surface peut cependant avoir un certain nombre de points 
communs avec cette surface. Ces points sont appelés les” 
points d'intersection de la ligne et de la surface. : 

Ainsi, comme nous l’avons dit plus haut (n° 395), une ligne, joignant_ 


deux points situés de part et d’autre d’un plan, a au moins un_ point: 
intersection avec ce plan. 


ty 


400. — Intersection d’une droite et d'un plan. — 
Théoréme. — Une droite non située dans un plan ne peut 
pas le rencontrer en plus d’un point. ; 

Car si la droite avait deux points communs avec le plan 
elle serait située tout entiére dans le plan (n° 393). | 


401. — Positions relatives d’une droite et d'un plan. 
— Daprés ce qui précéde, étant donnés une droite et un 
plan, il ne peut se présenter que les trois cas suivants: 
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1° La droite a au moins deux points dans le plan; elle y est 
située tout entiére. 

2° La droite a un seul point d’intersection avec le plan; on 
dit qu'elle coupe ce plan. 

3° La droite n’a aucun point commun avec le plan. 


_ 402. — Intersection de deux surfaces. — Deux sur- 
faces qui ne coincident pas et qui ont des points com- 
muns, ont en général une infinité de points communs 
qui forment une ligne; cette ligne est appelée la ligne 
d'intersection ou simplement intersection des deux sur- 
faces. 

_ 403. — Intersection de deux plans. — Théoréme. — 
La ligne d’intersection de deux plans, qui ont au moins un 
point commun et ne coincident pas, est une droite, 

~ Soient P et P’ deux plans ayant un point commun A et 
ne coincidant pas (fig. 251). Il est clair qu’on peut mener 
dans le plan P’ une droite 
passant par A et non située 
dans P. Prenons sur cette 
droite, de part et d’autre de 
A, deux points B et C; ces 
deux points seront aussi de 
part et d’autre de P. Toute 
ligne allant de B en C et située 
dans le plan P’ rencontrera le 
plan P en au moins un point 
_ A’. Ce point A’ sera commun 
aux deux plans P et P’. La 
droite AA’ ayant a la fois deux 


: . Fig. 251. — Intersection de deux 
de ses points dans les deux 17 


plans P et P’ est située tout 
entiére dans ces deux plans. Les deux plans ont donc en 
commun la droite AA’ tout entiére. 

Ils ne peuvent pas avoir en commun de point en dehors 
de cette droite, car sans cela ils coincideraient, puisquc 
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(n° $97), par une droite et un point en dehors il ne passe 
qu'un plan. 

La droite AA’ est done bien l'intersection entiére des 
deux plans. 


Ainsi, dans une chambre, les lignes d’intersection des murs entre 
eux, des murs avec le plancher et le plafond, sont des droites. 


404. — Position relative de deux plans. — De ce qui 
précéede il résulte que deux plans peuvent avoir les trois 
positions relatives suivantes : 

4° Les deux plans ont au moins trois points communs non 
en ligne droite : ils coincident. 

2 Les deux plans se coupent suivant une droite : ils sont 


sécants. 
& Les deux plans n'ont aucun point commun. 


§ 2. — Translations. Droites et plans 
paralléles. 


405. — Translation rectiligne. — Nous avons déja_ 
défini en géométrie plane (n° 42) le mouvement de trans- 
lation rectiligne. Cette notion peut s’étendre a Tespace. 

Considérons un plan fixe P, appelé plan de glissement, 
contenant une droite fixe D, appelée glissiére five. Soit p 
un plan mobile contenant une droite d, appelée glissiére 
mobile. Plagous le plan p sur le plan P de fagon que la 
droite @ cotncide avec la droite D. Nous savons que si 
Von fait glisser le plan mobile p sur le plan fixe P de fagon 
que la glissiére mobile @ glisse sur la glissiére fixe D, le 
plan pest animé d'un mouvement de translation rectiligne. 

Si maintenant on imagine une figure de lespace, liée 
invariablement au plan p et entratnée avec lui, cette figure 
sera également animée d'un mouvement de translation rec- 
tihgne. 


Exemeus I, — Sur une planchette P (fig. 252) maintenons fixe une. 
rogle plate le long de laquelle nous faisons glisser une équerre p. Un 
5 | 
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objet quelconque placé sur l’équerre sera entrainé avec elle et sera, 
par suite, animé d’un mouvement de translation rectiligne. 


Kxempte If. — Le 
mouvement du _ tiroir 
est un des exemples Jes 
plus simples d’un mou- 
vement de translation 
rectiligne, 

Le fond du tiroir est 
le plan mobile p qui 
glisse sur un plan fixe P. 

Le tiroir tout entier, 
tous les objets qu’il con- 
tient, sont entrainés avec 
le fond p et sont ani- 
mes d’un mouvement 
de translation. 


Tn 


Fig. 252. — Translation rectiligne. 


Exewpve I[[.—Un train 
qui se meut dans une partie de la voie ferrée ot Jes rails sont bien 
“ reclilignes est animé d’un mouvement de translation (abstraction faite 
du mouvement de rotation des roues). 


406. — Postulat de Méray. — Deux translations recti- 
lignes successives peuvent étre remplacées par une seule. 


Nous avons déja énoncé et longuement expliqué ce pos- 
_tulat en géométrie plane (n° 43). 


407. — Principe. — Dans toute translation rectiligne: 

1° La trajectoire d’un point mobile est un segment de droite 
et cette droite est une glissiére. 

2° Tout plan passant par une glissiére est un plan de glis- 
sement, 


Il faut bien se pénétrer des diverses circonstances énon- 
cées ci-dessus pour avoir une idée bien nette de ce que 
cest qu’un mouvement de translation dans son ensemble.” 


Ainsi, si nous reprenons |'Exemple I, plus haut, un point M (fig. 252) 
dun objet, placé sur l’équerre, décrit dans l’espace une droite. Tous 
les points M, R, 8, N, etc. de l'ensemble mobile décrivent des droites 
MM’, RR’, SS’, NN’, etc. Ces droites sont des glissieres, ¢’est-a-dire 
qu’elles glissent sur elles-mémes dans le mouyement de translation. 

Dans Je mouvement du tiroir, les quatre arétes longitudinales du 
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tiroir sont quatre glissiéres, les quatre faces du tiroir sont quatre plans 
de glissement. , 


408. — En résumé, dans un mouvement de translation 
rectiligne : 

vil ya une infinité de glissiéres. 

Par tout point passe une glissiére qui est la trajectoire 
de ce point. 

2° Il y a une infinité de plans de glissement. 

Tout plan passant par une glissiére est un plan de glis- 
sement, c’est-a-dire glisse sur lui-méme. 

Par une glissiére passe une infinité de plans de glisse- 
ment. : 

Un mouvement de translation rectiligne est parfaitement 
défini dés qu’on connait deuz2 points homologues A et A’. 
La glissiére est la droite AA’ et un plan quelconque passant 
par AA’ est un plan de glissement. 


409.— Droites paralléles.— Définition.— Deux droites 
de l'espace sont dites paralléles lorsque l'une se déduit de 
l'autre par une translation rectiligne. 


440. — Théoréme. — Deux droites paralléles qui ont un 
point commun coincident’. 


*Soient en effet D et D’ deux droites paralléles (fig. 253) avant un 

point commun A. D' se déduit de D par 

D' A’ une translation. Cette: translation trans- 

D mN porte le point A de D en un point A’ de 

D’. AA’ est done une glissiére. Or, A et 

A‘ étant tous deux sur D’, cela revient 

i dire que D' est une glissiére, qui glisse 
sur elle-méme dans la translation; done elle coincide avec D. 


Fig. 253. 


444. — Theoréme. — Deux droites paralléles distinctes D 
ct D’ sont dans un méme plan et ne se rencontrent pas. 


ll est d’abord évident qu’elles ne se rencontrent pas, car 


1 Cette démonstration est celle du principe du n* 49. On pourra dans une 
peers lecture la passer ainsi que toutes celles marquées d'une astérisque 
ans la suite, 
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sans cela elles coincideraient en vertu du théoréme pré- 
cédent. 

Soit alors A’ (fig. 254) le 
point de D’ ot vient se placer salen ae 
le point A de D aprés la trans- 
lation qui améne D en D’. La LP tT 
droite AA’ est une glissiére. 
Donc le plan P passant par Fig. 254. 
D et AA’ est un plan de glisse- 
ment et par suite, la droite D, dans la translation, reste 
dans ce plan qui contient donc D’. 


& 


442. — Théoréme. — Deux droites paralléles a une troi- 
siéme sont paralléles entre elles. 


En effet, dire que les droi- 
tes D’ et D” (fig. 255) sont pa- 
ralléles a D, c’est dire quil D’ 
existe une translation qui D” 
améne D’ en D, puis une au- 
tre qui améne D en D”. Ces 

deux translations peuvent 
étre remplacées par une seule qui améne D’ en D” (n° 406) 
ces deux droites sont donc paralléles. 


Fig. 255. — Droites paralléles. 


443. — Théoréme. — Par tout point O de l’espace on peut 
mener une paralléle a une droite donnée D et on ne peut en 
mener qu'une. 


Soit, en effet, A un point de D (fig. 256). La Ltranslation 
de glissiére AO, qui améne 
AenO,améne D en D’, pa-_ OD’ 
ralléle passant par O. 
Cette droite D’ est d’ail- 


—Jeurs la seule paralléle a D Fig. 256, 
passant par O, car toute 


autre paralléle 4 D passant par O sera aussi paralléle a D’ 


BounLet. — ELéiments pe ction, 19 
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et par suite coincidera avec D’, puisqu’elle la rencontre 
en O (n° 440). : 


414. — Remarque. — Il est bon de remarquer ici qu'il 
y aune infinité de translations qui transportent D en D’, car 
on peut prendre abitrairement A sur D. 

Il y a done une infinité de glissiéres telles que AO. 

Mais toutes ces translations ne fournissent qu'une seule 
paralléle D’ a D. 


445. — Principe. — Dans une translation rectiligne toutes 
les glissiéres sont paralléles entre elles, 


Par exemple dans le mouvement de translation d’une éguerre 
sur une planche (fig. 25a) les trajectoires MM’, RR’, SS’, NN’, etc..., des 
divers points entrainés avec l’équerre, sont des glissiéres et sont paral-— 
ldles an glissiore D le long de laquelle glisse réque rre. 

Dans un tiroir, les quatre artes du tiroir sont quatre glissiéres pa- 
ralléles, 


446. — Corollaire. — Deux glissiéres quelconques sont — 
dans un méme plan et ce plan est un plan de glissement, 


Ainsi (fig. 252) les deux droites paralléles MM’ et RR’ sont dans un _ 
méme plan et ce plan glisse sur lui-méme dans la translation. 

Dans un tiroir, les quatre faces du tiroir sont des plans de glisse- : 
ment contenant chacun deux glissiéres. 


417. — Réciproque. — Lorsque plusieurs droites sont 
paralléles, dans toute translation pour laquelle l'une d’elles est — 
glissiére, jes autres le sont aussi. 


418. — Théoréme. — Dans une translation rectiligne tous 
les points de la figure mobile décrivent des segments rectili- 
gnes, égaux, paralléles et de méme sens. 4 

Cette proposition a été démontrée en géométrie planc | 
(n’ 60 & 62). 


419. — Positions relatives de deux droites. — Etant 
données deux droites dans l’espace il peut arriver que : 
1" Liles soient dans un méme plan. Dans ce cas : ou 
bien elles se coupent, ou bien elles ne se rencontrent pas, 
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et alors, en vertu de la réciproque du n° 444, démontrée 
en géométrie plane (n° 55), elles sont paralléles. 

2° Elles ne sovient pas dans un méme plan; dans ce cas elles 
ne peuvent pas se rencontrer, car si elles avaient un point 
commun, elles détermineraient un plan qui les contien- 
drait (n° 397). 

En résumé : 


Deux droites de Il’espace peuvent : 

1° Coimeider, lorsqu’elles ont au moins deux points com- 
muns ; 

a° Etre séeantes, lorsqu’elles ont un point commun. Elles 
déterminent alors un plan; 

3° Etre paralléles, lorsqu’elles sont dans un ménie plan et 
ne se rencontrent pas ; 

4° Ne pas étre dans un méme plan; dans ce cas elles ne 
- sont pas paralléles et ne se rencontrent pas. 


Par exemple si nous consi- 
dérons la boite de la figure 257, ¢ 
les deux droites AB et AC sont 
sécantes, elles sont dans le 
plan ABDC. 

Les deux droites AC et BD E 
sont paralleles; elles sont 
dans le méme plan ABDC, 

Les deux droites AC et EF 
ne sont pas dans un méme 
plan; elles ne se rencontrent 
pas, si loin qu’on les prolonge. 


- 420. — Plans paralléles. — Définition. — Deux plans 
sont dits paralléles lorsque l’un se déduit de l'autre par une 
translation rectiligne. 


421. — Théoréme. — Deux plans paralléles qui ont un point 
commun coincident. 


*Soient P et P’ deux plans paral- 
léles ayant un point commun A 
(fig. 258). P’ se déduit de P par une 
translation. Cette translation trans- 
porte le point A de P en un certain Fig. ase 
point A’ de PY. AA’ est donc une rere 
glissiére. Or, A et A’ étant tous deux dans P’, le plan P’ est un 
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plan de glissement, puisqu’il contient Ja glissiére AA’. Il glisse sur 
lui-méme dans la translation, done il coincide «vee P. 


422. — Théoréme. — Deux plans paralléles distincts n’ont 
aucun point commun. 


Car sils en avaient un ils coincideraient. 


423. — Théoréme. — Deux plans paralléles a un troisiéme 
sont paralléles entre eux. 
Dire, en effet, que les plans 
P’ et P” (fig. 259) sont paral- 
léles au plan P, c’est dire 
qu il existe une translation 
qui améne P’ en P, puis une 
autre qui améne P en P”. Ces 
deux translations peuvent 
étre remplacées par une seule ~ 
qui améne P’ en P”. Ces deux 
Fig. 259. — Plans paralléles. plans sont done paralléles. 


424. — Théoréme. — Par tout point O de l'espace on peut 
mener un plan paralléle a un plan donné P, et un seul. 

Soit A un point de P 
(fig. 260). La translation de 
glissiére AO, qui améne A 
en O, améne évidemment le~ 
plan P en une position P’ pa- 
ralléle a P et passant par O. — 

Ce plan P’ est dailleurs le 
seul qui convienne, car tout 
plan paralléle a P et passant 
par O est aussi paralléle a P’ 
et par suite coincide avec lui, 
puisqu’il le rencontre en O.— 


425. — Théoréme. — Lorsque deux plans sont paralléles, 
toute droite qui rencontre l’un rencontre I autre. 
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On peut se rendre compte de l’exactitude de celle proposition de 


la facon suivante. Soient P et P’ 
(fig. 261) deux plans paralléles et A 
une droite qui coupe le plan P en 
A. Si Von effectue une translation 
de glissiére A Je plan P balaiera tout 
Vespace et il arrivera un moment 
od il passera par un point O de IP’. 
A ce moment, 1] coincidera avec J”, 
et le point A, qui s’est déplacé sur 
la glissiére A, occupera une position 
A’ a la fois sur A et dans P’. 


426. — Théoréme. — Lors- 
que deux plans sont paralléles, 
_tout plan qui rencontre I’un 
rencontre l'autre, et les deux 
_ droites d’intersection sont pa- 

ralléles. 


a\ 


Fig. 261. 


Soient P et P’ (fig. 262) deux plans paralléles et Mun plan 


qui coupe le plan P suivant la 
_ droite D. Menons par un point 
O de D, dans le plan lI, une 
droite A distincte de D. Elle 
-coupera P’ en un certain point 


_O'. Si l'on effectue la transla- 


tion de glissiére 4 qui améne 
O en O’le plan P viendra coin- 
cider avec P’; le plan I étant 
un plan de_ glissement, la 
droite D se déplacera dans ce 
- plan et viendra en une posi- 
tion D’, paralléle a D, passant 
par O’, située a la fois dans II 
et dans P’. Le plan I coupe 
donc a la fois les deux plans 


~ P et P’ suivant deux droites 


D et D’ qui sont paralléles 


Fig. 262. 


Intersection de deux plans paralléles 
par un troisieme. 


_ puisqu’elles se déduisent l’une de l’autre par translation. 
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So 


427. — Théoréme. — Deux plans qui n’ont aucun point com- 
mun sont paralléles. 

Soient P et P’ deux plans 
qui n’ont aucun point com- 
mun (fig. 263). Menons par un 
point O de P’ un plan I paral- 
léle AP: il coincide avec P’, - 
car, sil n’en était pas ainsi, 
P’ coupant I couperait le plan 
paralléle P, ce qui est con- 

traire a l’hypothése. 
Fig. 263. 

428. — Droite et plan pa-— 

ralléles. — Définition. — Une droite et un plan sont pa-— 

ralléles s'il existe une translation qui améne la droite a étre 
contenue dans le plan, ou, ce 5 
qui ;evient au méme, s'il existe 
une translation qui améne le 


pa Ec eeran 
z plan a passer par la droite. 
429. — Conséquence I. — 
Lorsqu’une droite D est paral- 
léle a une droite D' d'un plan P, 


Fig. 264. la droite D est paralléle au 
Sok plan P. 


Car (fig. 264) la translation qui améne D a coincider avec” 


léles toute droite contenue dans 
l’un est paralléle a l'autre. 

Car siles deux plans P et P’sont- 
paralleles (fig. 265), la trans- 
lation qui améne P’a coincider 
avec P, améne aussi P’ a pas- 
ser par toute droite D du plan P; donc D est paralléle a P’. 


D’ améne aussi D a étre située 
dans P. ; 
430. — Conséquence II. — 

- Lorsque deux plans sont paral- 
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431. — Théoréme. — Lorsqu’une droite paralléle a un 
plan aun point commun avec ce plan, elle y est située tout 
entiére. 


*Soit D une droite paralléle 4 un plan P et ayant un point A dans 
ce plan (fig. 266). La translation qui 
amene Je plan P a passer par D 
améne le point A en A’ et le plan P 
en P’ passant par D. Ce plan P’ 
contient A’ et aussi A, puisqu’il con- 
tient D. Comme AA’ est une glis- 
siére, le plan P’ est un plan de glis- 
sement; il coincide done avec P, Fig. 266. 
qui par suite passe par D. 


a 


432. — Théoréme. — Toute droite paralléle a un plan et 
non située dans ce plan n’a aucun point commun avec Ce plan. 

Car si elle en avait un, elle serait, d’aprés le théoréme 
précédent, tout entiére dans le plan. 


433. — Théoréme.— Lorsque deux droites sont paralléles, 
tout plan paralléle a l'une est 
paralléle a l'autre. 

Dire que D’ (fig. 267) est pa- 
ralléle 4 D revient a dire qu'il 
-existe une translation qui 
ameéne D’ en D. De méme si D 
est paralléle au plan P, il 
existe une translation qui 
améne D dans le plan P. Ces 
deux translations peuvent étre remplacées par une seule 
qui améne D’ a étre située dans le plan P. 


| 


Fig. 267. 


434. — Corollaire. — Si par un point O d’un plan P on 
méne une droite D' paralléle 4 une autre droite D paralléle 
au plan, la droite D' est tout entiére située dans le plan P. 

Car D’ est paralléle au plan P (fig. 264) et a un point O 
commun avec ce plan. 


435. — Théoréme. — Toute droite paralléle 4 deux plans 
qui se coupent est paralléle a leur intersection; et récipro- 
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quement toute droite paralléle 4 l'intersection de deux plans 
est paralléle a ces deux plans. 

D Soient P et P’ deux plans et D une 
droite qui leur est paralléle (fig. 268). 
Par un point O de Vinterseclion des 
deux plans menons la paraliéle 4 a D. 


D‘aprés le corollaire précédent, A sera 
Pp 


a 


située a la fois dans les deux plans 
P et P’; c’est donc leur intersection. 

Réciproquement, si D est paralléle 
a A, elle est (n° 429) paralléle aux deux plans P et P’ qui 
contiennent A. 


Fig. 268. 


436. — Corollaire. — Si une droite D est paralléle a un 
plan P, tout plan Il passant 


par D, qui coupe P, le coupe 


suivant une droite D’ paralléle 

\/ aD. 
Car D est paralléle a la fois 

aux plans P et Il; done elle 


Fig. a69. tion D’ (fig. 269). 


437. — Théoréme. — Lorsque deux plans sont paralléles, 
D toute droite paralléle a l'un est 
paralléle a l'autre. 


est paralléle & leur intersec- 


Dire que le plan P (fig. 270) - 


est paralléle au plan P’, c’est 
dire qu'il existe une transla 
lion qui améne P en P’. De 
meéme, dire que la droite D 
est paralléle au plan P’, 
c'est dire quwil existe une 
Riec-see: translation qui améne_ P’ 
& passer par D. Ces deux 
translations peuyent ¢étre remplacées par une seule 


ae 


s 
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qui améne P a passer par D; donc D est paralléle a P. 


438. — Théoréme. — Par tout point O de l'espace, on peut 
mener une infinité de droites 
paralléles a un plan P. 

Le lieu géométrique de ces 
droites est le plan P’' paralléle 
a P passant par O. 
~ Car toute droite passant par 
O (fig. 271) et située dans P’ est 
(n° 430) paralléle a P. Inverse- 
ment toute droite paralléle a 
P passant par O est aussi pa- 
ralléle a P’ et, par suite, est 
située dans P’ puisqu’elle y Fig. 271. 
aun point O. 


UL. 


439. — Théoréme. — Toute droite qui ne rencontre pas 
un plan est paralléle a ce plan. 

Soit D une droite qui ne 
coupe pas le plan P (fig. 272). 
Menons par un point O de D 
un plan P’ paralléle &@ P. La 
droite D est située dans le 
plan P’ car, s’il n’en était pas 
ainsi, la droite D coupant P’ 
rencontrerait le plan paral- 
léle P, ce qui est contraire 4 
Vhypothése. Pig. 272. 


Je 


440. — Théoréme. — Lorsque deux angles ont leurs cétés 
respectivement paralléles et de méme sens : 

1° Les deux angles sont égaux; 

2° Leurs plans sont paralléles. 


a aN 
Soient BAC et B’A'C’ (fig. 273) deux angles tels que AB et 
A'B’, ACet AC’ soient paralléles etde méme sens. La trans- 
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lation de glissiére AA’ qui améne A en A’ fait coincider les 
deux angles et leurs plans. 
ReMARQUE. — Lorsque l'on sait 
de deux angles quiils ont leurs 
cétés respectivement paralléles, 
sans rien savoir sur les sens, on 
B peut seulement dire que ces 
deux angles sont égauax ou sup- 
plémentaires [n* 409, 440 et 444). 


4414. — Angle de deux droites. — Définition. — On — 
appelle angle de deux droites de l'espace, l’angle formé par les — 
paralléles menées a ces deux droites par un point arbitraire — 
de l’espace. 


Cette définition est bien légitime, car, d’aprésle théoréme — 
précédent, langle ainsi défini est toujours le méme quel — 
que soit le point par lequel on méne les paralléles. 


: Remarguk. — Deux droi-— 
D' tes indéfinies forment quatre — 

angles deux & deux égaux. 

D Deux droites illimitées for-— 
ment donc entre elles deux 

angles, Pun aigu, l'autre obtus. 
Soient alors D et D’ deux 
droites de l’espace (fig. 274). 
Par un point O menons les” 
paraliéles A et A’ & ces deux 
Fig. 294. droites. L’angle des droites D 
et D’ sera l'un des deux an-— 

gles ior une par 4 avec 4’; egénéralement on prend angle 


agu Ko’. 


i 

% } 

442. — Angle de deux semi-droites. — L'ambiguité : 
précédente n’existe pas si l’ou a affaire & des semi-dr oites” 


; 
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ou si l’on choisit sur les droites indéfinies données des 
sens de parcours. 

Soient en effet D et D’ (fig. 275) deux droites sur les- 
quelles nous choisissons des 
sens de parcours marqués 
- par les fléches. Par un point 
O dé lespace, menons les 
semi-drotles A et A’ respecti- 
vement paralléles aux drol- 
tes D et D’ et de méme sens. 
Nous obtenons ainsi wn an- 


Dp’ 


gle AOA’ bien déterminé. 


Fig. 275. 


443. — Droites rectangulaires. — Deux droites de l’es- 
pace (qui peuvent ne pas se rencontrer) sont dites rectangu- 
kaires OU perpendiculaires entre ellessi leur angle est droit. 


I] résulte immédiatement de cette définition que : 
Si plusieurs droites sont paralléles, toute droite perpendi- 
culaive a Clune Welles est perpendiculaire aux autres. 


444, — Remarque. — Lorsque deux droites D et D’ sont 
paralléles, les paralléles 4 et 4’ menées 4 D et D’ par un 
point O coincident. L’angle de A et 4’ est nul. On est done 
conduit a dire que deux droites paralléles font entre elles 
un angle nul, 


§ 3. — Angles diédres. Rotations. Plans et 
droites perpendiculaires. 


445. — Angle diédre. — Définition. —— On appelle angle 
diédre la figure formée par deux semi-plans issus de la 
méme droite. 

Les deux semi-plans sont appelés les faces du diédre; 
leur droite commune est appelée 'l’aréte du diédre. 


500 ELEMENTS DE GEOMETRIE. 


Pour désigner un diédre, on place deux lettres sur 


Fig. 276. — Diédre. 


Yaréte et une lettre dans 
chaque face, ef on énonce les 
deux lettres de laréte entre 
celles qui désignent les faces. 

Ainsi le diédre ABCD est celui 


qui a_pour faces A et D et pour 
aréte BU (fig. 276). 


446. — Angles diédres 
égaux.— Deux angles dié- 


dres sont dits égauscdersqu’en peut tramsporter lun de 


facon a le faire coin- 
-cider avec l'autre, de 
telle sorte que les deux 
faces du premier coin- 
cident avec les deux 
faces du second. 
Exempie. — Dew angles 
diédres, dont les faces sont 
des semi-plans respective- 


ment paralléles et de 
méme sens, sont éqaux. 


Fig. 277. — Angles diédres égaux. 


En effet si (fig. 277) les 


Fig.278,— Diédresadjacents. 


diédres ABCD et A'BCD' sont tels que les 
semi-plans A et A’, D et D’ soient respecti- _ 
vement paralléles et de méme sens, la trans- 
lation qui améne € en un point aint 
de BC’ fait coincider A avec A’, D avec D et 
par suite les deux diédres. 


447. — Angles diédres adjacents. 
— Somme de deux angles dié- 
dres. — Deux diédres ADEB et 
BDEC (fig. 278) sont dits adjacents 
lorsquils ont méme aréte DE, une 
face commune BDE, et que les faces 


non communes ADE et CDE sont de Sp, et d’autre de la 


face Commune. 
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L’angle diédre total ADEC est ce qu’on -appelle la 
somme des deux diédres adjacents ADEB et BDEC. 


Lorsque deux diédres ne sont pas adjacents on les transporte, pour 
faire leur somme, de facon qu’ils deviennent adjacents. 


448. — Mesure d’un angle diédre. — Considérons 
(fig. 279) plusieurs angles diédres égaux de méme aréte XY, 
AXYB, BXYC, CXYD, DXYE et successivement adjacents. 
Le diédre total AXYE est la somme de 4 diédres égaux 
au diédre AXYB; le diédre AXYE est donc égal a 4 fois le 
diédre AXYB. 

De la méme fagon on pourra former un diédre égal & 
5, 6, 8, 10, 20, 180 fois un angle diédre donné. 

Inversement Je diédre AXYB E 

est le quart du diédre AXYE, et DV 
on peut imaginer qu’un diédre Qe ¥ 
quelconque soit partagé en 5, 6, 
8, 10, 20, 180 diédres égaux dont 
il est la somme. En d’autres ter- 
mes on concoit Vexistence d’un 
diédre qui est le cinquiéme, le 
sixiéme, le dixiéme, etc., d’un 
diédre donné. 


Fig. 279. 


Pour mesurer les angles diédres on prend comme unité 
d’angle diédre le degré. 

Le degré d’angle diédre est tel que 180 degrés forment un 
diédre dont les deux taces sont en prolongement I’une de 
Vautre. 

Chaque degré d’angle diédre comprend 60 minutes, et 
chaque minute comprend 60 secondes d'angle diédre. 

La mesure d’un angle diédre est le nombre de degrés, 
minutes, secondes et fractions de secondes qu ‘il contient. 


On peut également prendre comme unité le grade qui 
est un angle diédre tel que 200 grades valent 180 degrés. 


449. — Angle diédre droit. — Un angle diédre de 90 de. 
grés est dit drcit. 
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Il en résulte que la somme de deux diédres droits a 
pour mesure 180 degrés, c'est 

a-dire que deux angles dié- 

dres droits adjacents AXYB 

et BXYC (fig. 280) ont les faces 


Y non communes AXY et CXY 
en prolongement Tune de 
lautre. 


450. — Rotation. — On ap- 
pelle rotation tout déplacement 
Fig. 280. — Angles diédres droits. g@yne figure invariable dans 
lequel tous les points d'une cer- 
taine droite, appelée axe de rotation, restent fixes. 


, 


Le mouvement d’une porte autour de ses gonds est une rofation. 
La ligne des gonds est I’axe de rotation. 

Le mouvement d’une roue autour de son essieu, celui d'une mani- 
velle, d'une girouette, etc., sont des mouvements de rotation. 


451. — Théoréme. — Dans une rotation, tous Jes semi-plans — 
issus de l’axe tournent du méme angle diédre qu'on appelle 
l’angle de la rotation. 

Soit XY laxe de rotation (fig. 281), et P et P’ deux semi- ‘ 

plans issus de XY, Effectuons une — 
<> rotation de l'ensemble autour de XY, 
Se Les deux semi-plans P et P’ vien- 
dront en P, et P’, et langle didédre 
P,XYP’, est égal a Tangle didédre 
PXYP’, puisquil en est déduit par— 
rotation, Si & ces deux angles dit-_ 


en a? a ee ae 


p’ dres égaux on ajoute (ou retran | 
es che’) langle diédre P’XYP,, on con-— 


clut que les deux diédres PXYP,_ 
et P’XYP;, dont ont tourné les deux semi-plans P et P’, 
sont égaux. Ainsi deux semi-plans queleonques tournentl 
du méme angle diédre, 


452. — Conséquence. — Si langle de rotation est de 


Pane ye 
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180°, tous les semi-plans issus de l’axe viennent se placer 
en prolongement de leur position initiale. 


453. — Symétrie par rapport 4 une droite. — Deux 
figures sont dites symétriques par rapport a une droite 
lorsque l'une se déduit de l'autre par une rotation de 180° 
autour de la droite. 

Deux figures symétriques par rapport a une droite sont 
évidemment égales, puisqu’elles coincident aprés une 
rotation de 180° autour de I’axe, 

En particulier : 

Deux diédres opposés par laréte sont égausx, car ils sont 
symétriques par rapport a l’aréte commune, f 


454. — Théoréme. — Lorsqu’on fait tourner un semi-plan 
autour deson aréte toute perpendiculaire tracée dans ce semi- 
plan sur cette aréte engendre un plan. 


Soit XY l’axe de rotation (fig. 282) et AXY un semi-plan 
issu de XY. Menons dans ce semi-plan la perpendiculaire 
OA a XY. Faisons tourner 
ce plan d’un angle quelcon- 
que pour l’amener en BXY; 
la perpendiculaire OA vien- 
dra en OB. Les deux droites 
OA et OB déterminent un 
plan P, Soit OC la droite d’in- 
tersection de ce plan P avec 
un semi-plan quelconque 
issu de XY, I suffit de prow 
ver que OC est perpendicu- 
laire sur XY. Or, une rota- 3 Fig. 282. 
tion de 180° autour de XY 
améne les trois semi-plans A, B, C en A’, B’, C’ suivant 
leur prolongement. Comme OA et OB sont perpendi- 
culaires A XY, elles se placeront suivant leurs prolonge- 
ments OA’ et OB’et, par suite, dans le plan P.La droite OC 


‘ == 
‘ 
Be BLAMENTS DE GROMETRIB, 1 
viendra se placer en OC’ dans le plan BOA, done dans Te — 
plan P. Les droites OC et OC’ sont done en prolongement 
suivant Vintersection de Pet dau plan CXYC’, et comme 
i “ SS ‘ as . . 
les angles COX et COX sont égaux (puisquils colneident 
par rotation de 180°), on conclut qwils sont droits, 
Tous les semi-plans passant par XY coupent done le 
plan P suivant une perpendioulaire a XY, 


455.— Droite et plan perpendiculaires, — Définition, 
— Des théordémes préeddents, il résulle que : 


Le leu géoméinrique des droites perpendiculaires a une 
droite donnée en un pointde cette drorie est un plan, 

Ge plan est aif perpendiculaire A la droite en ce point, | 
et réciproguement la droite est dite nernendiculatre au 


plan, 


On peut done dire que > 


Ce ee ee ee ae ae 


Une droite est perpendiculaire a un plan Jorsqu'elle est per= 
pendiculaire a deux droites passant parson pred dans le plan; 
elle est, dans ce cas, perpendiculaire & toutes les droites pas- — 
sant par son pied dans le plan, 


Se ee tl eae EE 


On peut aussi snoncer le théordme suivant ; 


486. Théordme., — 
— Bn un point dune 
drorte on peut mener 
un plan perpendiou- | 
laire a cette droite et 
un seul, 


AST. — Théoreme, 
~— Bn un potnt dun) 
plan on peut élever 
une perpendiculaire | 
ace plan et une seule, 

Soit un plan P et 
un point O de ce 
plan (tig, 983), Pre. 
nons une droite guelcanque D’, et, en un point O' de cette 


Pig, 2S, 


. 


¥ > ; : : y 
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# | droite, Sevons le plan perpendiculaire P’. Transportons 
cette figure de facon que coincide avec P et O avec O. 
: La droite D’ viendra occuper Ja position D perpendicu- 
_jaire 4 P en O. 

- Cette droite D est d’ailleurs la seule perpendiculaire 4 
P en O; car soit D, une autre droite passant par O. Le 
_ plan DOD, coupe Je plan P suivant une droite 4 ct, dons 
ce plan, D thant perpendiculaire 4 4, D, ne Vest pas. 
La droite D, want pas perpendiculsire 4 A n'est pas 
+ perpendiculaire ou plan. 


458. — Circonstances générales du mouvement de 
- rotation. — Ve ce qui précéde, il résulte que : : 

Dans un mouvement de rotation autour Wun aze: 

1° I existe une infinité de plans (perpendiculaires 4 laze) 
qui glissent sur eux-mémes dans le mouvement de rotation ; 

2 Tout point lié invariablement 4 Vaze décrit un cercle 
_ dont le plan est perpendiculaire 4 Vaxe et dont le centre est 
«bur axe. d 

| Soit, en effet, XY Vaxe (fig. 284) et M un point lié invaria- 
plement 4 cet axe. Dans le 
_ plan déterminé par XY et M, 
_ abaissons de M Ja perpendi- 
_eulaire MO sur V’axe. Dang Ia 
rotation autour de XY, le 
point O reste fixe, la droite 
OM, perpendiculaire 4 XY, 
| déerit (n° 464) Je plan P pe 
 pendiculaire en O 4 XY, Fig, 284. — Kotation, 
tomme ja distance OM Se 

constante, le point M décrit, dang le plan P, un cercle de 
centre O et de rayon OM. 

lest clair, d’ailleurs, quil n’y a pas d’autres plans glis- 
gant sur eux-mémes que ceux qui sont perpendiculaires 
-alaxe; car, si un plan P (fig. 283) glisse sur lui-méme une 
rotation de 180°améne une droite OM en on prolongement 
Boomer. - Exkwunts we obom. ‘ w 
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ES ges 
OM’, et les deux angles MOX et M’OX, étant égaux et sup- 
plémentaires, sont droits. L’axe XY est donc bien perpen- 
diculaire A toute droite OM passant par son pied O dans 
le plan P. 


459. — Théoréme. — Lorsqu’une droite est perpendiculaire 
aun plan, elle est perpendicu- 
laire a toutes les droites de ce 
plan (méme celles qui ne pas- 
sent pas par son pied), 

Soit D une droite perpendi- 
culaire A un plan P au point O 
(fig. 285). Soit D'une droite du 
plan P. Menons par O une 
paralléle A a D’; elle sera si- 

Fig. 285. tuée dans le plan P, et langle 

sob est (n° 444) l’angle des 

deux droites D et D’. Or cet angle est droit, puisque D est | 
perpendiculaire a P. 


460. — Théoréme. — Lorsqu’une droite est rectangulaire ~ 
avec deux droites non paralléles d'un plan, elle est perpendi- 
culaire a ce plan. 

Soit D une droite rectangulaire avec deux droites D’ et 
D’ d’un plan P (fig. 286). D’a- 
bord D ne peut pas étre paral- 
léle au plan P, sans cela une 
paralléle 4 D tracée dans le 
plan serait perpendiculaire a 
la fois sur D’ et D”’, ce qui est 
impossible. Soit alors O le 
point ot D coupe le plan P. 

Fig, 286, Les paralléles 4’ et A” a D’ et 

D" menées par O sont perpen- 

diculaires a D, d’aprés l’'hypothése; le plan P est donc 
perpendiculaire a D, 


est perpendiculaire a l'autre, 


7 


~jaires € D dans un méme 


_ l'autre. 
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461. — Théoréme. — Deux plans perpendiculaires a une 
droite sont paralléles. 


Soient P et P’ deux plans perpendiculaires a la droite D 
en O et O’ (fig. 287). Menons par D deux semi-plans quel- 
conques qui coupent les: plans P et P’ suivant OA, OB 
et O’A’, O’B’. Les droites OA 
et O’A’ sont paralléles 
comme étant perpendicu- 


plan. De méme OB et O’B 
sont paralléles. 

_ Les plans P et P’ des deux 
angles AOB et A’O’B’ sont 
donc paralléles (n° 440). 


462. — Théoréme. — Lors- 
que deux plans sont paralléles, 
toute droite perpendiculaire a 
Tun est perpendiculaire 4 


Soient P et P’ (fig. 287) Fig, a8. 

deux plans paralléles et D 

une droite perpendiculaire & P. Dans toute rotation 
autour de D, le plan P glisse sur lui-méme. Le plan P’ 
reste paralléle & P, donc a 
lui-méme et, comme le point 
O’ ot il coupe D reste fixe, il 
coincide avec lui-méme dans 
le mouvement. 


463. — Théoréme. — Lors- 
que deux droites sont paralléles, 
tout plan perpendiculaire a lune 


Fig. 288. 


Soient D et D’ (fig. 288) deux droites paralléles et P un 
plan perpendiculaire a D en O, qui coupe D’ en O'. Dans 


‘ 
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la translation de glissiére OO’ quiaméneO en O’, le plan P 
glisse sur lui-méme, et D vient cofncider avec D’. Done D’- 
est aussi perpendiculaire a P. 


464. — Théoréme (Réciproque du précédent). — 
Deux droites perpendiculaires a un méme plan sont paral- 
Jéles, 

Soient D et D’ (fig. 289), deux droites perpendiculaires | 
au plan P en O et 0%. Dans la translation de glissiére OO" 
le plan P glisse sur lui-rméme. Le point O vient en O' et la- 
droite D devient la perpendiculaire élevée en O’au plan P. 
Elle coincide donc avec D’, 
puisqu’en O’ on ne peut élever 
qwune perpendiculaire & P~ 
(n° 457). 


465. — Probléme. — Par 
un point extérieur aun plan, ’ 
abaisser une perpendiculaire— 
Fig. 289. sur ce plan. : 

Soient P le plan et O le- 

point (fig. 289). En un point quelconque O’ du plan P, éle-_ 
D vons une perpendiculaire 

D’ au plan P (n° 457). La 
perpendiculaire cherchée- 
est la paralléle D a D’ me-— 
née par O. Crest @ailleurs- 
la seule puisqwil n’y a- 
quwune paralléle a D’ pas-— 
sant par QO. : 


eieethn 


466. —Probléme. — Par. 
un point extérieur a une 
droite, mener un plan per- 
pendiculaire a cette droite. 

Soit D la droite et Ole 

point (fig. age), En un point quelconque O’ de D menons 


» 


Fig. 290. 


Gagne 
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le plan P’ perpendiculaire a D (n° 455). Le plan cherché 
est le plan P paralléle 4 P’ passant par O. C’est d’ailleurs 
le seul puisqu’il n’y a quun plan paralléle a P’ passant 
par O. 


467. — Angle plan d’un diédre. — Définition. — On 
appelle amgle plam ou angle 
rectiligme d’un angle diédre 
langle formé par les deux semi- 
droites d’intersection de ce dié- 
dre par un plan perpendiculaire 
a son aréte. 


Ainsit coupons le diédre ACDB 
(fig. 291) par le plan P perpendiculaire 
a son aréte CD. Les deux semi-droites 
dintersection OA et OB avec les 
faces du diédre sont perpendiculaires 
en O & l’aréte CD, L’angle AOB est Pig. 291.— Rectiligne d'un diddre. 

Tangle plan ou rectiligne du diedre. 


- 468. — Théoréme. — Les rectilignes de deux diédres 
égaux sont égaux, et réciproquement ; deux diédres sont égaux 
lorsque leurs rectilignes sont égaux. 


Zax 
Soient ACDB et A’C’D’B’ deux diédres (fig. 292); AOB et 


: co “a: 
_ A’O’'B’ leurs rectilignes. 
g 1° Si ces deux diédres 
~ sont égaux et qu’on les ade’ 
 fasse coincider de facon 
que O’ coincide avee O, 
des rectilignes coinci- D D 
dent évidemment. 


2° Si les rectilignes Fig. 292. 
sont égaux, transpor- 
ae Pass ae 
_ tons l’angle A’O’B’ sur l’angle égal AOB, la droite C’D’ per- 
_ pendiculaire au plan A’O’B’ viendra se placer suivant la 
; perpendiculaire en O au plan AOB, et par suite coincidera 
avec CD. Les deux diédres coincident; ils sont done 


310 ELEMENTS DE GEOMETRIE. 


469. — Mesure d@’un angle diédre. — Théoréme. — Un 
angle diédre a méme mesure que son rectiligne. 


Remarquons d’abord que le rectiligne de l’angle diédre 
de 1° est un angle plan de 1°, car 180-angles diédres, égaux 
a 1°,ont pour somme un diédre dont les faces sont en 
prolongement; si l'on coupe tous ces diedres par un plan 
perpendiculaire a leur aréte com- 
mune, leurs rectilignes sont 180 an- 
gles plans égaux dont la somme est 
un angle dont les cétés sont en pro- 
longement. Chacun de ces rectili- 
gnes vaut donc 1° d’angle. Ceci 
posé, il est clair qu’un angle diédre 
contiendra autant de degrés dangle 
diédre que son rectiligne contiendra 
de degrés d’angle plan. 


Considérons par exemple (fig. 293) .un 


Fig, 293. ae ‘ > . 
Mo cave dam siisare. angle diédre AOO'B de 8 degrés diédres. 


Menons par l’aréte OO’ les sept semi-plans 
; qui partagent le diédre en 8 diédres, égaux 
chacun 4 1°. Si nous coupons la figure par le plan perpendiculaire en 


0 2 00’, ce plan coupe le diédre suivant son _rectiligne Oy et les 
ce d’intersection avec les semi-plans de partage divisent ’an- 
XS 

gle plan AOB en 8 angles plans, égaux chacun 4 1°. L’angle AOB vaut 
done 8° d’angle. | 

Si Pon fait tourner la face OAO' autour de OO! pour l’amener en 
coincidence avec la face OBO’, un point M de cette face décrit (n° 458) 
un are de cercle MM’ dans un plan perpendiculaire & 00’, et cet are a 


méme mesure que le rectiligne AOB du diédre, et par suite méme me- 
sure que le ditdre. 


470. — Propriétes des angles diédres. — Tout ce 
que nous avons dit en géométrie plane relativement aux 
angles plans de méme sommet s’applique alors immédia- 
tement aux angles diédres de méme aréte. 

Il nous suffira d’énoncer ces définitions et propositions, 

Un diédre plus petit que go° est dit aigu. ; 


o| 


\ 


y 


OM ee SO Sage aie a PPS AEN 
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Un diedre plus yrand que 90° est dit obtus. 

Deus diedres sont complémentaires lorsque leur somme est 
égale @ 90°; ils sont dits supplémentaires lorsque leur somme 
est égale a 180°. 

Deux diédres adjacents dont les faces non communes sont 
en prolongement sont supplementarres. 

La somme des angles diedres consécutifs formés par des 
semi-plans issus dune méme droite est égale a 360°. 

Les plans bissecteurs de deux diedres adjacents supplémen- 
taires forment entre eux un angle diedre droit. — ~ 


4714. — Plans perpendiculaires. — Considérons 
(fig. 294), un angle diédre 
droit AOO’B. Prolongeons 
les deux faces au dela de |’a- 
réte. Nous formons ainsi 
quatre diédres 1, 2, 3, 4 qui 
sont tous droits. Car 1 et 3 
sont égaux comme opposés 
par l’aréte (n° 453); 4 et 2 sont 
droits comme suppléments 
de langle droit 1. 

Les deux plans AA’ et BB’ 
qui forment autour de leur intersection quatre diédres 
droits sont dits perpendiculaires. 


Fig. 294. — Plans perpendiculaires. 


Deux plans sont dits perpendiculaires lorsqu’ils forment 
autour de leur intersection quatre angles diédres droits. I] 
suffit pour cela que l’um des quatre diédres soit droit. 


472. — Théoréme. — Lorsqu'une droite D est perpendi- 
eulaire a un plan P, tout plan Q passant par D est perpendi- 
culaire au plan P. 


Soit OO' la droite d’intersection (fig. 295) des plans Q etP. 
Dans le plan P, par le pied O de D, menons la perpendicu- 


ve 
Jaire OA a OO’. U’angle DOA est droit puisque OD est 


, 
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perpendiculaire sur le plan P. C’est d’ailleurs le rectiligne 
du diédre POO’Q, qui est done 
droit. Les deux plans P et QO 
sont perpendiculaires. 


473. — Théoréme. — Lors- 
que deux plans sont perpendi- 
culaires, toute perpendiculaire 
menée dans l'un d’eux a leur 
intersection est perpendiculaire 

Fig. 293, a l'autre. 

Soient P et Q (fig. 295) deux 
plans perpendiculaires et D une droite du plan Q perpen- 
diculaire & lintersection OO’ des deux plans. Menons, 
dans le plan P,la perpendiculaire OA 4 00’. L’angle DOA, 
étant le rectiligne du diédre POO’Q, est droit. La droite 
OD est done perpendiculaire sur QA; comme elle est 
aussi perpendiculaire & OO’, elle est perpendiculaire 4 
deux droites du plan P, done perpendiculaire a ce plan. 


474. — Théoréme. — Lorsque deux plansP et Q sont rec- 
tangulaires, si d'un point A de Q@ on abaisse une popes 
Jaire sur le plan P, elle est située tout entiére dans le plan Q. 

Soit D la perpendiculaire abaissée de A sur P (fig. 295). 
Abaissons de A, dans le plan Q, la perpendiculaire AO sur 

Vintersection OO’ des dew 
plans. D’aprés le théorém 
précédent, AO est perpendi- 
culaire au plan P, done elle 
se confond avee D, qui, par 
suite, est située dans le 
plan Q. 1 

475. — Théoréme. — Line 
tersection de deux plans per- 


pendiculaires a un troisiéme | 
est perpendiculaire a ce troisiéme. : | 


Fig. 296. 
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Soient Pet Q deux plans perpendiculaires au plan R 
(fig. 296). Si par un point A de leur interséction on abaisse 
la perpendiculaire AO sur le plan R, elle est (n° 474) con- 
tenue tout entiére dans chacun des plans P et QO; c’est done 
leur intersection. 


476. — Angles polyédres. — Définition. — On appelle 
angle polyédre la figure formée par 
plusieurs plans passant par un méme 
point, appelé sommet, chaque plan étant 
limité a ses deux intersections avec 
deux autres. 


Ces intersections sont les arétes de 
Yangle polyédre. Les portions des FAY 
plans limités aux arétes sont les 
faces. 


Fig. 297.— Angle polyédre. 


Ainsi la figure SABCD (fig. 297) est un angie polyédre de sommet S, 
A>» . 
daréles SA, SB, SC, SD. et dont les faces sont les angles ASB, ist, 
ae 
CSD, DSA. 
477. — Triédres. — Un wriédre est un angle polyédre 
qui a trois faces, 
Dans un triédre il y a done trois 
arétes, issues d'un méme sommet, et bh S 
trois faces. 
Ainsi (fig. 298) le triédre SABC a trois Hil 
arétes SA, SB, SC et trois faces qui sont les al | 
EN AN "il 
angles ASB, BSC, CSA. 


Cc 


478. — Triédre trirectangle. — Bll 


Soit ASB (fig. 299) un angle droit et fig, 298. — Triedre, 
SC la perpendiculaire au plan ASB. 
La figure SABC est un triédre dit trirectangle, car ses 


trois faces ASB, BSC et ASC sont trois angles droits. 
Les trois diédres suivants SA, SB, SC sont aussi droits, 
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car chacun d’eux a pour rectiligne l'angle formé par les 
deux autres arétes. 


Ainsi, e rectiligne du diédre d’aréte 
- , Kies 
SA est langle BSC, 

Chacune des arétes est per- 


pendiculaire au plan de la face 
opposée. 


Rastetecntens 


Ainsi SA est perpendiculaire au plan 
BSC parce quelle est perpendiculaire 
Fig. 299.—Triddre trirectangle sur SB et SC. 


‘479. — Théoréme!. — Dans un triédre une face est plus 
petite que la somme des deux autres. 

Le théoréme est évident si les trois faces sont égales. 
Lorsque les faces sont iné- 
gales, la proposition est éga- 
lement manifeste si la face 
considérée n'est pas la plus 
grande. 

Soit alors (fig. 300) SABC 
un triédre et ASC, la plus 
grande faces. Dans le plan 
ASC, du méme cdté de SA 
que SC, menons une semi-. 
droite SD telle que 


ASD=ASB, 
et tragons une sécante ADC 
qui coupe SA, SD et SC respectivement en A, D et C, 
Prenons enfin sur SB une longueur SB égale a4 SD. La 
droite AC et le point B déterminent un plan qui coupe 
le triédre suivant le triangle ABC. 


Fig, 300, 


! 


x. Ce théoréme et le suivant sont spécialement destinés aux dlaves de 5* année 
des lycées de jeunes fllles, 
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‘Les deux triangles ASD et ASB sont égaux comme 
Bp rp 
ayant un angle é¢gal, ASD—ASB, compris entre cétés 
égaux : AS commun, SB—SD. Par suite les troisiémes 

célés sont égaux : 
AD= AB. 


Dans le triangle ABC, on a (n° 456) 
AC=AD + DC < AB + BC 
et, par suite, puisque AD=—AB, 
DC < BC. y 
Les deux triangles SDC et SBC ont done deux cétés 
égaux (SC commun, SB=SD) et les troisi¢mes cotés iné- 
gaux; par suite, Jes angles opposés sont inégaux et au 
plus grand cété est opposé le plus grand angle (n° 240, 
Réciproque), 
Vie aia 
DSC < BSC. 
; Wa he 
On en conclut, puisque ASD= ASB, 


A We ea Bo. 
ASD + DSC < ASB + BSC 
ou, enfin, 
Le Zs va 
ASC < ASB + BSC. 


430. — Théoréme. — La somme des faces d’un angle 
polyédre convexe est plus petite que quatre droits. 

Un angle polyédre est dit convexe si sa section par un 
plan quelconque est un polygone convexe. 

Soit alors SABCDE un angle polyédre convexe (fig. 301) 
et ABCDE sa section par un plan. 

Chacun des sommets de ce polygone estle sommet d’un 
angle triédre (ASBE, BSAC, etc.). En appliquant le théo- 
réme précédent a ces triédres, on a: 


“™ Be a 
BAE < BAS + EAS, 
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~ 
ABC<A BB + CBS, 
ras aS 
CD<BC C3 +. DC CS, 
Paw “~ XS 
CDE<CDS+ EDS, 
Pe ES. AS 
DEA < DES+ SEA. 


Ajoutons toutes ces 
inégalités, membres & 
membres. Dans le pre- 
mier membre nousavons 
la somme des angles du 
polygone ABCDE. Cette 
somme (n® 427) est égale 
dAan—4 dots, n stant 
le nombre des cdtés du 
polygone. 

Dans le second mem- 
bre nous aurons la som- 
me des angles & la base 
des triangles ASB, BSC, ete. Désignens par S’ cette 
~ somme. On a alors 


an dr— 4 

(1) an dr—S’< 4 ar. 
Or si S est la somme des faces de langle polyédre, la 
somme S +S’ est la somme des angles des n triangles 


SAB, SBC, ete. Cette somme est done égale & autant de 
fois 2 droits quwil y a de triangles : 


$+S'’=an adr. 
On en conclut 
S=an dr—S’ 


el, par suite, linégalité (1) s*éerit 


S<4dr, 
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481. — Application. — Si on désigne par a, b, c les 
mesures des faces d’un angle triédre en degrés. On a: 


a<b+e, 

b<a+e, 

c<a+b, 
a+tb+t+c< 360°. 


34. — Distances. — Projections. 


482. — Théoréme. — Si d'un point O extérieur a un plan 
P on méne ace plan la perpendiculaire- OH et diverses obli- 
ques: 

1° La perpendiculaire est plus courte que toute oblique; 

2° Deux obliques qui s’écartent également du pied H de la 
perpendiculaire sont égales; 

3° De deux obliques qui s’écartent inégalement du pied H 
de la perpendiculaire, celle qui s’en écarte le plus est la plus 
longue. 

1° La perpendiculaire OH est plus courte que l’oblique 
OA (fig. 302) car, dans le trian- 
gle OAH, le coté OH de l’an- 
gle droit est plus petit que 
Vhypoténuse UA. 

2° Soient OA, OB deux 
obliques telles que 

HA= HB. 


Dans la rotation autour de Fig. 30a. — Perpendiculaire 
OH le point A décrit dans le ied 
plan P (n° 458) un cercle de centre H qui passe par B. Les 
deux triangles OHA et OHB peuvent donc coincider par 
une telle rotation et 


OA = OB. 
3° Soient OA et OC deux obliques telles que 
HC > HA. 
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Une rotation autour de OH améne l’oblique OA en OD 
dans le plan COH. On est alors ramené au théoréme ana- 
logue de géométrie plane et, puisque 


HD—HA < HC, 
OA=O0DOG: 


on a aussi 


483. — Réciproque. — Inversement, si on joint un point 
O extérieur aun plan P a divers points de ce plan par des ~ 
segments de droite : 

1° La ligne la plus courte est la perpendiculaire OH; 

2° Deux obliques égales s’écartent également du pied H de 
la perpendiculaire ; 

3° De deux obliques inégales la plus longue est celle qui 
s’écarte le plus du pied H de la perpendiculaire. 


Ces réciproques se démontrent par labsurde comme en 
géométrie plane. 


484. — Distance d’un point a un plan. — Défini- 
tion. — On appelle distance d’un point a un plan Ja Jon— 
gueur dela perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan. 


C’est le plus court des segments de droite allant de ce 
point a un point du plan. 


485. — Théoréme. — Lorsque deux plans sont paral- 
léles, tous les points de l’un 
sont a la méme distance de 
l’avtre. 

Cette distance commune est 
ce qu’on appelle la distance 
des deux plans. 


Soient P et P’ (fig. 303) 
deux plans paralléles, A et B 
deux points quelconques du 
plan P, AA’ et BB’ les per- 
pendiculaires abaissées de 


Fig. 303, — Distance de deux plans : 
paralléles. ces points sur le plan P’. 


Les droites AB et A’B’ sont paralléles comme intersec- 


we ee 
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tions du plan des droites AA’ et BB avec les deux plans 
paralléles P et P’ (n’® 426). La figure ABB’A’ est un rec- 
tangle; les cétés opposés AA’ et BB sont égaux. 

; PI g 
Remarnove. — Les perpendiculaires telles que AA’ et BB 
sont perpendiculaires @ la fois aux deux plans P et P’; ce 
sont des perpendiculaires communes. 


La distance de deux plans paralléles est la longueur de 
Jeur perpendiculaire commune limitée aux deux plans. 


486. — Corollaire. — Le lieu géométrique des points a 
une distance donnée d’un plan donné est un systéme de deux 
plans paralléles au plan donné et situés de part et d’autre de 
ce plan. 


487. — Généralisation. — Le théoréme précédent n’est 
qu'un cas particulier de celui-ci quise démontre d’ailleurs 
de la méme facon. 

Deux plans paralléles inter- 


ceptent sur des droites paral- 
léles des segments égaux. 


488. — Théoréme. — Plu- 
sieurs plans paralléles inter- 
ceptent sur deux sécantes 
des segments proportionnels. 

Soient. P, -P’, P”’ trois 
plans paralléles (fig. 304), 
coupés par des sécantes en 
A, A’ A” et B, B, B’. Me- 
nons par Bb” une paralléle 
a AA’ qui coupe P et P’ en 
Cret C’. On a: 
aaa OG et A’A’=C'B", 
comme portions de paral- 
leles comprises entre plans 
paralléles (n* 487). Or, dans le plan CBB", les deux droites 


Fig. 304. 


Ss 
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CB et CB sont paralldles comme intersections de ce plan 

par deux plans paralldles, Par suite, dans le triangle B’CB 

la paralldle BC’ Ala base BC partage les cdtés en parties 

proportionnelles, On a done : 


BBs - CG Lama 


BE. CE*: Ae 
Remarguy, — On peut supposer que Tune des deux 
droites ost perpendiculaire commune aux plans paralléles ; 
dans ce cas, les segments comptés sur elle sont les dis- 
lances des plans paralldles deux & deux. On peut done dire 
que : 


Des plans paralidles interceptent sur une sécante quelcon- 
que des segments proportionnels & leurs distances mutuelles. 


489. — Projection d'un point. — Définition. — On 
appelle projection orthogonale d'un point sur un plan le 
pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur Je plan. 


Dans la suite, comme il ne s'agira que de projections 


orthogonales, nous nous contenterons de dire projection, 
sans plus, | 


Le plan est appeld plan de projection, La perpendiculaire 
abaissée du point sur le plan est la projetante du point. 


490, — Projection d'une ligne. — Définition. — On 
appelle projection d'une 
ligne sur un plan Ia ligne 
plane formée par les projec- 
tions de tous les points de la 
ligne donnée dans I'espace. 


Soit, par exemple (fig. 305), la 
ligne AB et le ee PL. De tous 
les points A, M,N, By ete. de la 
ligne menons les projetantes Aa, 
Rigs Soh, — Projection @une ligne, Mon, Nox, BO, ete. Le lieu géomé- 

irque des points a, m,n, b, ete. 
ost une ligne ad du plan P qui est la projection de la ligne AB, 


’ 


, 
: 


Ba lle 


=) 


eye Soa 
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491. — Probleme. — Mener par une droite D un plan 
perpendiculaire a un plan P. 

1° Si la droite D est perpendiculaire a P, tout plan pas- 
sant par Dest perpendiculaire au plan P (n° 472). Il y a done 
une infinité de plans répon- 
dant a la question. 

2° Soit D une droite (fig.306) 
non perpendiculaire au plan 
P. Dun point A de la droite, 
abaissons la _ perpendicu- 
laire Aa sur Je plan P. Les 
deux droites Aa et D étant 


_distinctes déterminent un fig. 306. — Projection d’une droite. 


plan qui est perpendiculaire 

a P, puisqu’il contient Aa. Cest d’ailleurs le seul plan ré- 
pondant a la question, car tout plan perpendiculaire a P 
et passant par D contient (n° 474) la perpendiculaire Aa 
puisqu’il contient A. 


492. — Projection d’une droite. — Toute droite per- 
pendiculaire au plan de projection se projette suivant um 
point. 

Car sila droite D (fig. 307) est perpendiculaire au plan P, 
la projetante de tout point M de la droite se confond avec la 
droite D et la projection de 
M sur le plan est le pied O D 
de la perpendiculaire D. M 
Tous les points de la droite 
D se projettent en son pied 
O: Ce point est la projection 
de la droite. 

Toute droite non perpendi- 
culaire au plan de projection Fig. 307. 
se projette suivant une droite, 

Soit D (fig. 306) une droite non perpendiculaire au plan 


Bounvet. — Evéments pe céom. 21 
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de projection P. Menons le plan passant par D et perpen- 
dicuiaire au plan P (n° 494). 11 coupe le plan P suivant une 
droite d. Les projetantes Aa. Mm de tous les points de D 
sont situées dans ce plan qu’on appelle le plan projetant la 
droite D. Les projections a, m, de tous les points de Dsont 
donc situées sur la droite ad, qui est la projection de D, 

Si la droite D n’est pas paralléle au plan P, elle le coupe 
en un point O situé sur @d 
qui est & lui-méme sa pro- > 
jection. 


493. — Consequences, 
— La projection d'une ligne 
brisée est une ligne brisée. 

La projection d'un poly- 
gone est un polygone plan, 


Soit ABCDE un polygane dans 
espace (fig. 308). Projetons ses 
sommets en a, 6, ¢, d, e sur le 
lan P. La droite AB se projette en ab, BC en be, ete. La projection 
« polygone ABCDE est done le polygone abede. 


Fig. 308. — Projection d'un polygone. 


494. — Théoréme. — Les projections de deux droites 
paralléles, non perpendiculaires au plan de projection, sont 
deux droites paralléles. 

Soient AB et CD deux droites paralléles (fig. 309) non per- 

pendiculaires au plan de pro- 


1B jection P. Les deux plans, 
A L-rs AB et cCD, projetant les 
z ne eee droites, sont paralldles 
comme plans de deux angles 
ayant leurs cétés paralldles- 
(ne 440). Leurs intersections 
ab et cd avec le plan P sont 
donc paralléles. 


Fig. 309. 


495. — Conséquences. — 
La projection d'un parallélogramme est un parallNogramme, 


re 
v 


ay te oe 


RY ne 
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Soit abcd (fig. 310) la projection du parallélogramme 
ABCD. AB et CD étant paral- 
léles, ab et cd le sont aussi. 
De méme ad et cb sont éga- 
lement paralléles. La figure 
abed est done bien un paral- 
lélogramme. 

Deux segments rectilignes 
égaux et paralléles se projet- 


tent suivant des segments 


égaux et paralléles. Fig. 310. — Projection d’un 
parallélogrampe. 


Car si les deux segments 
AB et DC (fig. 310) sont égaux et paralléles, la figure ABCD 
est un parallélogramme; Ja projection abcd est aussi un 
parallélogramme, donc ab et de sont égaux et paralléles. 


EXERCICES THHORIQUES 
gf. 


524. Pourquoi les artisans qui veulent dresser une surface, c'est-i-dire la 
travailler de maniére qu'elle devienne plane (planche, parquet, dallage), 
appliquent-ils de temps en temps l’aréte d'une régle ou d’un rabot sur ca 
surface ? 

522. Montrer que pour déterminer I’intersection d’une droite D et d'un plan 
P, on peut faire passer par la droite D un plan quelconque P’ dont on 
sail construire Vintersection A avec le plan P, et prendre le point de rem- 
contre de D et de A. Comment se déplace la droite A quand on fait tourner 
le plan P’ autour de D? 

Voir si cette méthode est applicable pour construire intersection d'une 
courbe plane C et d’un plan P. 

523. Prendre un point quelconque dans un plan donné, c'est-a-dire con- 
struire un point quelconque dans un plan délerming par deux droites qui 
se coupent; — par une droite et un point extérieur; — par trois points 
formant triangle ; — par une figure plane quelconque. 

Mener d’abord une droite quelconque dans le plan. 


524. Want donnés un point quelconque A et deux droites concourantes Dy 
et Dg, par quelle construction théorique peut-on rechercher si le point A 
appartient ou non au plan P déterminé par D, et Dg? 
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Mame question si le plan P était déterminé par une figure plane quel- 
conque, 
Joindre Aa un point quelconque de D,. 


525. Ktant donnés deux droites quelconques D, et Dz, et un point A exté- 
rieur & chacune d’elles, construire théoriquement une droite A passant par 
le point A, et rencontrant Dy et Dy. Discuter. 

526. Construire théoriquement une droite A rencontrant trois droites 
queleonques Dy, Dg et Ds. Montrer que le probléme a une infinité de solu- 
tions, Discuter. 

527. Soient D, et Dy deux droites quelconques, P un plan variable qui 
passe par D, et par un point A quelconque pris sur Dg. Démontrer que si 
dans une queleonque de ses positions, le plan P ne contient pas Dg, il ne 
la contiendra pas non plus quand on fera varier le point A sur Dg. 

528. Soient A,B, C.D, quatre poins qui n’appartiennent pas & un méme 
plan, On fait passer un plan par trois de ces points, et un second plan 
par trois autres de ces mémes points. Quelle est leur intersection? De com- 
bien de manidres ces deux plans peuvent-ils dtre choisis? 

529. De tous les points dune droite D,, on abaisse des perpendiculaires 
sur une autre droite Dg, et on trouve que toutes ces perpendiculaires sont 
dans un méme plan, Comment sont disposées les droites Dy et Dg? ee 

530. On considdre des droites concourantes OA, OB, OC,... en nombre 
queleonque, et situées ou non dans le méme plan. 

Chacune delles détermine un plan avec un point donné M, qui n’appar- — 
tient & aucune de ces droites. Quels sont les points communs & tous ces — 
plans? 

534. Les plans considérés dans lexercice 530 coupant un plan fixe IT, qui_ 
rencontre QM, quelle particularité présentent leurs intersections avec ce 
plan? 

532. On donne deux droites concourantes D, et Dy et une troisiéme droite 
quelvonque A qui ne les rencontre pas. Quel est le lieu de la droite sui-- 
vant laquelle se rencontrent les plans MD, et MD., M étant un point — 
variable sur A? y 

533. Si les deoites Dy et Dy ne sont pas dans un méme plan, démontrer 
qwon ne peut pas construire deux droites paralléles rencontrant en méme | 
temps D, et Dy. $ 

534. Btant donnés quatre points A,B, C, D non dans un méme plan, on, 
jotrt chacun deux au pointde concours des médianes du triangle formé par 
les trois autres. } 

Demontrer que les quatre droites obtenues passent par un méme point, - 
situd sur chacune delles aux trois quarts de sa longueur a partir du point: 
considdrd, ; 

535. Soit ABCD un quadrilatdre gauche, e’est-d-dire dont les quatre som- 
mots ne sont pas dans un méme plan, Sur AB, BC, CD ou sur leurs prolon-— 
gements, on marque les points queleonques E, F, H. Construire Vintersecs | 
tion du plan EFH et des droites DA, AC, DB. 


536. Soient SA, SB, SC trois droites indétinies, D un point queleonque 
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du plan ASB, E un point quelconque du plan BSC. Construire l’intersection 
de la droite DE et du plan CSA. 

537. Soit ABCD un quadrilatére plan, d’ailleurs queleonque, S un point 
extérieur 4son plan. Dans le plan ABCD, on méne la droite quelconque AE, 
et dans le plan ASD, la droite queleonque AF. Construire Jes intersections 
du plan EAF avec les plans ASB, BSC, CSD. 


EXERCICES THEORIQUES. 
§ 2. 


538. On donne deux droites paralléles 1), et Dz, et une droite quel- 
congue A. Construire une droite qui rencontre A, et qui coupe 4 angle 
droit D, et Dy. 

539. Soient D, et D, deux droites paralléles, A et A’ deux droites quel- 
conques. Construire une droite qui rencontre D,, Ds, A et A’ 

540. Dans le quadrilatere gauche ABCD, on joint Je point A a un point ’ 
quelconque E de DB; sur AE, on marque le point quelconque F, et par le 
point F on méne la droite L paralléle 4 AC. Construire le point d’intersec- 
tion de L et du plan BCD. 

544. Soit ABCDE un pentagone plan, d’ailleurs queleonque, S un point 
extérieur 4 son plan, F un point quelconque de AB. Sur SF, on prend le 
point queleonque H, et sur CF, on prend le point quelconque J. Construire 
Jes points d’intersection de Ja droite indéfinie [TH et des plans BSC, CSD, 
DSE, ESA. 

542. Méme question, en remplacant IH par HK paralléle 4 CE. 

543. Méme question, en remplacant IH par HL paralléle 4 SD; trouver en 
outre V’intersection de HL et du plan ABCDE. 

544. Soient SA, SB, SC, SD, SE, SF des droites indéfinies, a, d, e, trois 
points quelconques pris sur SA, SD, SE. Construire les points de rencontre 
du plan a de et des droites SB, SC, SP. 

545. Soit ABC...L un polygone plan quelconque, S un point extérieur 4 son 
plan. On considere les plans ASB, BSC,..., LSA, et on les coupe par un 
plan quelconque, qui les rencontre respectivement suivant A’B’, B’C’,..., 
1/A’. Démontrer que le lieu du point de rencontre de AB et A’B’, BC et 
B/C’,..., LA et L’A’ est une droite. 

Le théoréme subsiste si l'on remplace les concourantes AS, BS,..., LS 
par des droites paralleles a une droite donnée, ce qui revient 4 éloigner 
indéfiniment le point S sur une paralléle a cette méme droite. 

546. Des fils rigides de diamétre négligeable sont encheyétrés comme 
pour former un filet dont les mailles sont égales ou non, mais de maniére & 
étre paralléles 4 l'une ou a l'autre de deux droites données A et A’. Ce 
filet est éclairé par un point lumineux, et ses lignes portent ombre sur un 
plan. Démontrer que les ombres portées sont des droites qui passent DF 
lun ou par l'autre de deux points fixes F et I’. 
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547. Par un point donné Q, faire passer un plan paralléle a une droite 
donnée D. Combien de solutions? : 

548. On donne un point 0 et des droites paralléles Dy Dg;.-.. en nombre 
queleonque. Les plans OD,, ODg.... rencontrant un plan fixe, quelle partieu- 
larité présenteront les droites d’intersection? ! ; 

549. Par un point donné, mener un plan paralléle & deux droites données. 

550. Etant données deux droites queleonques D, et Dy, mener par cha- 
eune d’elles un plan paralléle & l'a ctre. Quelle est la disposition des deux 
plans obtenus? 

554. Klant donnés un point O et deux droites queleonques D, et D,, mener 
par O une droite qui ne rencontre ni, ni Dg. 

552. Etant donnés un point 0 et deux plans queleonques P, et Py, mener 
par O une droite qui ne rencontre ni Py ni Ps. 

553. Soient D,, Dy, Ds trois droites données quelconques. Mener par Dy un 
plan P, et par D. un plan Py, de mamiére que Py et Py se coupent suivant 
une paralldle a Ds. 

554. Soient D,, Dy.... Dy des droites paralléles, 0,, Og,... Ox des points 
queleonques. On suppose que chacun des plans 0; Dy, Og Day... On Da ren- 
contre tous les autres, et on demande quel est le nombre et quelle est la 
disposition des lignes d’intersection. 

555. Etant donnés deux plans P, et Py, et un point O dans le plan P,, 
mener dans ce plan par le point O une droite qui soit paralléle au plan Pg. 

556. Par une droite donnée D, mener un plan P qui coupe deux plans 
donnés Py et Py suivant deux droites paralléles. 

557. Btant donnés un point 0, un plan P et une droite D, mener par le 
point O une droite qui rencontre la droite D et qui ne rencontre pas le 
plan P. 

558. Constuire une droite D, paralléle & un plan P, et rencontrant deux 
droites données A, et Ag. 

La droite demandée ayant une infinite de déterminations, construire celle 
qui est en méme temps paralldéle & un second plan donné Q. 

(Si A, Ay est une droite répondant dla question, et [coupant A, en A, et A, en 
Ay, mener A, By paralldlement & Ay jusqu’au plan P et voir le lieu du point B,). 

559. Solent Py et Py deux plans fixes, D une droite fixe. Par un point M, 
variable sur D, on mone deux plaus dont l'un est paralléle a P,, lautre 
paralldle & Py. Quel est le heu do lintersection de ces deux plans? 

560. Oa donne trois droites quelconques Dy, Dg, Ds. Construire (théori- 
quement) une droite paralldle & Ds, et rencontrant Dy et Dg. 

564. Soit ABCD un quadrilatdre gauche, c'est-d-dire dont les quatre som- 
mets ne sont pas dans un méme plan. 

Demontrer que les mileux de ses edtés sont les sommets d'un parallé- 
logramme. Que devient le plan de ce parallélogramme quand on fixe les 
sommets A, B et C. le sommet D se déplacant sur la droite indéfinie DB? 
Quel est alors le lieu du centre O du parallélogramme, et quel est le lieu 
de la trace M de la droite DO dans le plan ABC? 


562. Etant donnés quatre points A, B, C, D, non dans un méme plan, les | 
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droites qu: joignent Jes milieux de AB et CD, BE et AD, CA et BD passent par 
un méme point, qui est le milieu de chacune d’elles. 

563. Parmi toutes les droites considérées dans |’exercice 558, construire 
celle pour laquelle le segment A,A.aune longucur donnée. 

Minimum de cette longueur. 

Si cette longueur croit sans limite, que devient la direction et que devient 
a position de la droite correspondante ? 

564. ABCD étant un quadrilatére gauche, on méne ses diagonales AC 
et BD. Soient E le milieu de AB, F le milieu de DE, H le milieu de EF. 
Par le point H, on méne le plan paralléle & AB et a CF, Construire les 
points de rencontre de ce plan et des droites AC, AD, BC, BD. Démontrer 
que ces points sont les sommets d’un trapéze, et déterminer le rapport des 
bases. 

565. Soit ABCDE un pentagone plan, d’ailleurs queleonque, S un point 
extérieur 4 son plan. Par un point quelconque F du plan de la base,. on 
méne le plan paralléle aux droites AB et SD. Construire les intersections 
de ce plan avec les plans ASB, BSC, CSD, DSE, ESA. 

566. Lieu du point qui divise dans un rapport donné les segments compris 
entre un point fixe A, extérieur a un plan fixe P, et un point variable B 
du plan P. 

567. Soient D, et D, deux droites quelconques qui coupent un plan P 
en A, et A,; si B, B, est une droite qui rencontre D, et Dy et qui est 
paralléle au plan P, démontrer que le lieu du point M qui divise B, B, 
dans un rapport donné (et qui est toujours entre B, et B, ou toujours sur le 
prolongement de B, Ba) est une droite, et que cette droite reste paralléle 


aun plan fixe quand onchange la valeur du rapport 5 


Mener B,C paralléle 4 D, jusqu’a son intersection C avec le plan P; lieu du 
point € quand B, varie sur D,; mener de méme MM’ paralléle a D, jusqu’a sa 
trace M’ dans le plan P; lieu de M’. Si E est le point du lieu situé sur A, A,, 
le triangle MEM’ est semblable a un triangle fixe. 

568. Dans un plan P, on donne deux droites A et D, ; extérieurement au 
plan, une droite Dy est paralléle 4 D,. Sur Dg on fixe un segment AB , 
sur 1), on place un segment CD, de longueur constante, que l’on déplace 
en translation de glissitre A. AC et BD se coupent en I; AD et BC se 
coupent en K. Déterminer le lieu du point I et le lieu du point K. 


EXERCICES THEORIQUES. 
§ 8. 


569. Si deux plans paralléles sont coupés par un troisi¢me, la figure 
contient des diédres alternes-internes égaux, alternes-externes égaux, 
correspondants égaux. La réciproque n’est pas vraie. 

570. Si une droite tourne autour d’un axe qui lui est paralléle, deux 
positions quelconques de cette droite sont paralléles. 
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574. Si un plan tourne autour d'un axe qui lui est paralléle, deux 
queleonques de ses positions se coupent suivant une droite paralléle & une 
droite fixe. 

572. Etant donné un quadrilatére plan quelconque ABCD, on joint ses 
sommets 4 un point S, extérieur 4 son plan. Démontrer que si E et F sont 
les points de concours des cétés opposés du quadrilatere ABCD, tout plan 
paralléle 4 SEF rencontre SA, SB, SC, SD, en des points qui sont les 
sommets d’un parallélogramme. 

Condition pour que ce parallélogramme soit un rectangle. 

573. Lieu du milieu d’un segment compris entre les deux faces d’un diédre, 
et porté par une paralléle 4 une droite fixe. 

574. Etant données deux droites paralléles fixes Z, et Z., un point M regoit 
par rapport a Z, une symétrie qui le place en M,; M, regoit par rapport 
aZ, une symétrie qui l’améne en M,. Démontrer que M peut venir directe- 
ment en M, par une translation, double d’une certaine translation qui 
aménerait Z, sur Zo. 

Remplacer le point M par une figure quelconque, et voir si la conclusion 
subsiste. Chercher si M viendrait tout de méme en M, en intervertissant 
Vordre des deux symétries. 

575. Etant donnés deux points Ay et Ag, construire une droite Z telle 
qu’en donnant une symétrie a A, por rapport a Z. A, vienne en Ag. Le pro- 
bléme a une infinité de solutions; quel est le lieu des droites Z? 

576. Si un plan P est paralléle a une droite D, le symétrique de P par 
rapport a D est un plan P, paralléle au plan P. 

577. Etant donnés deux plans paralléles, construire une droite Z telle 
qu’une symétric donnée & l'un des deux plans par rapport a Z le mette en 
coincidence avec l'autre. Lieu des droites Z répondant a la question. 

578. A quelle condition peut-on déplacer une droite de maniére qu'elle 
reste 4 la fois paralléle a un plan fixe et perpendiculaire a une droite fixe? 

579. Construire une droite qui rencontre deux droites D, et Dg, et qui 
soit perpendiculaire & deux autres droites A, et Ag. 

580. Si une droite et un plan sont perpendiculaires & une méme droite, ils 
sont paralléles. 

584. Mener par un point donné une droite qui soit perpendiculaire 4 deux 
droites données. 

582. Construire une droite qui passe par un point A, qui soit paralléle a 
un plan P, et qui soit perpendiculaire 4 une droite D. 

583. Si l’on peut construire une droite A qui soit perpendiculaire a trois 
droites données D,, Dg, D5, ces trois droites sont paralléles 4 un méme plan. 

584. Soit Hle point de concours des hauteurs d'un triangle ABC. On mene 
par H une perpendiculaire HD au plan du triangle, et on fixe sur cette 
perpendiculaire un point quelconque 1), que l’on joint aux points A, B et C. 
Les six droites AB, BC, CA, DC, DB, DA forment trois groupes de deux 
droites, AB et CD, BG et AD, GA et DB, qui ne sont pas dans un méme plan. 
Démontrer : 

1° Que les deux droites de chaque couple sont perpendiculaires. 

2° Que le pied de la perpendiculaire abaissée de chacun des points 
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A,B, C, D, sur le plan des trois autres est le point de concours des hau- 
teurs du triangle formé par ces trois autres ; 

3° Que les quatre perpendiculaires passent par un méme point. 

Construire, en outre, la droite qui coupe orthogonalement les deux droites 
de chaque couple. 

585. Si quatre points A, B,C, D, non dans un méme plan, sont tels que 
les droites AB et CD soient rectangulaires, ainsi que BC et AD, les droites 
CA et DB sont aussi rectangulaires, et la figure est identique a celle qui fait 
Vobjet de V’exercice précédent. 

586. On donne une droite D, un plan P et un point O dans ce plan. 
Mener par O dans le plan P une droite qui soit perpendiculaire a D. 

587. Soit OA perpendiculaire en O sur un plan P, B le pied de la per- 
pendiculaire abaissée du point O sur une droite quelconque BC du plan P. 


Démontrer que l’angle OBC est droit. a 


588. On donne un plan P, un point O dans ce plan, et deux points A ct B 
extérieurs au plan. Mener dans Je plan P par le point O une droite sur la- 
quelle A et B se projettent en un méme point. 

589. Quelle condition doivent remplir deux droites pour que ]’on puisse 
mener par l'une d’elles un plan perpendiculaire 4 l’autre? Construire ce 
plan et déterminer le segment minimum ayant une extrémule sur chaque droite 

590. D’un point de l’espace, abaisser une perpendiculaire sur une droite 
dun plan. Lieu du pied de cette perpendiculaire quand la droite tourne 
autour d’un de ses points de maniére a rester dans le plan. 

594. Soit D une droite fixe, A un point fixe, P un plan variable qui passe 
par D. Quel est le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée du point A 
sur Je plan P? 

592. Une droite perpendiculaire au bissecteur d'un diédre coupe les faces 
en A et B, le bissecteur en C. Démontrer que le point C est le milieu de AB. 

593. Un plan.tourne autour d'une de ses droites qui est perpendiculaire 
au bissecteur d’un diédre; il coupe l’aréte du diédre en O, les faces suivant 
OA et OB, le bissecteur suivant OC. Démontrer que OC est la bissectrice de 
Vangle AOB. 

594. Soit D une droite perpendiculaire au bissecteur d’un diédre en un 
point qui se projette en O sur l’aréte. Si A et B sont les traces de D dans 


les deux faces, et si M est un point variable de l’arcte, l’angle AMB décroit 
a mesure que M s'éloigne de 0. 

595. Par un point O de l’aréte d’un diédre, on méne dans l'une des faces 
une droite quelconque OA. Mener dans l'autre face une droite OB telle 


que AOB soit un angle droit. 
596. Une semi-droite OD coupe en O l’aréte d’un diédre, et se trouve a 
lintérieur de ce diédre. Mener par OD un plan coupant le diédre suivant 


HONS : 5 
un angle AOB dont la bissectrice soit OD. 


Considérer un triangle isocéle AOB, dont la base AB rencontre OD A angle 
droit en D; elle appartient au plan perpendiculaire a OD par Je point D, lequel 
plan coupe en général le diédre suivant l’angle ACB. On est ramené a construire 
par D une droite AB limitée dans l’angle connu ACB, et ayant son milieu en D,” 


330 ELEMENTS DE GEOMETRIE. 


597. Etant donnés deux droites quelconques D, et Ds, et un plan P per- 
pendiculaire 4 D,, on méne par D, un plan variable Q,, et par D, un plan 
Q. perpendiculaire 4 Q,. Lieu du point en lequel l'intersection de ces deux 
plans rencontre le plan P. 

598. Si deux plans sont perpendiculaires, et si une droite de l'un est per- 
pendiculaire 4 une droite de |’autre, l'une au moins de ces deux droites est 
perpendiculaire a lintersection des deux plans. 

599. Si un plan Q est perpendiculaire a une droite D paralléle a un plan P 
ou contenue dans ce plan P, les deux plans P et Q sont perpendiculaires. 

600. Si une droite D et un plan Q sont perpendiculaires a un plan P, la 
droite D est paralléle au plan Q. 

604. Par le sommet d’un angle queleonque, on méne une semi-droite 
perpendiculaire au plan de |’angle; on obtient ainsi un diédre birectangle, 
Etudier les grandeurs des faces et celles des diédres de ce triédre. 

602. Par chaque aréte d'un triédre et la bissectrice de la face opposée, on 
fait passer un plan. Démontrer que les trois plans obtenus passent par une 
méme droite. : 

Employer le triangle ABC, obtenu en prenant sur les arétes du triédre des 
longueurs égales SA, SB, SC. 

603. Par chaque aréte d’un triédre, on fait passer un plan perpendiculaire. 
a la face opposée. Démontrer que les trois plans obtenus passent par une 
méme droite. 


Utiliser la figure qui a servi pour l’exercice 584. 


604. Par le sommet d’un triédre, on méne dans chaque face une droite 
perpendiculaire & ]’aréte qui n'est pas dans cette face. Les trois droites obte- 
nues sont dans le méme plan. 


Utiliser l’exercice précédent. 


605. Etant donné un triangle qui n'a que des angles aigus, on méne la 
perpendiculaire & son plan par le point de concours des hauteurs. Détermi- 
ner sur cette perpendiculaire un point qui soit le sommet d’un triédre tri- 
ectangle dont les arétes passent par les sommets du triangle donné. 

606. Appliquer l’exercice 605 a la recherche du probléme suivant : Couper 
un triédre trirectangle par un plan de maniére que la section soit égale a 
un triangle donné. 

607. D,, Dg,...D, étant des droites paralléles, on méne par chacune d’el- 
les un plan perpendiculaire & un plan donné. Démontrer que tous les plans 
obtenus sont paralléles. 

608. ABCD est un carré de edté 3 a; CE est perpendiculaire & son plan, 
et sa longueur est 4 a. Démontrer que par la droite DB on peut mener un 
plan perpendiculaire sur AE au point F, et caleuler AF. 

609. Soit G le centre d’un triangle équilatéral ABC de cété a, GS perpen- 
diculaire a son plan. 

1° Calculer Ja longueur de GS pour que l’angle ASB soit droit. 

2° Par la droite qui joint les milieux de SA et de SB, on fait passer le 


plan perpendiculaire & ASB. Construire l’intersection de ce plan et du plan. 
ABC. 
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610. Par une droite, mener un plan tel que l'un des diédres qu’il déter- 
mine avee un plan donné soit égal a un diedre donné. 

644. tant donné un diédre AXYB, ct un point B dans l'une des faces, 
mener dans cette face la droite BC, coupant XY au point C, et de maniére 
que si B’ est le pied de la perpendiculaire abaissée du point B sur le plan 


2 ty Se , 
AXY, langle BCB’ soit égal 4 un angle donné. 

612. Mener par un point une semi-droite qui fasse des angles égaux ayee 
deux semi-droites données. Lieu des semi-droites en nombre inlini qui ré- 
pondent ala question. 

643. Soit A un point extérieur 4 un plan P, BC une droite quelconque du 
plan P, AB perpendiculaire a BC, BE menée perpendiculairement a BC dans 
le plan P, AE perpendiculaire 4 BE. Démontrer que AE est perpendiculaire 
au plan P. 

644. Un plan P rencontre une droite D; on lui donne une’symétrie par 
rapport a D, et il vient en P’. Démontrer que les plans P et P’ se coupent 
suivant une perpendiculaire a D. 

645. Quel est Je lieu d'une droite mobile assujettie 4 rencontrer une 
droite fixe D,, 4 étre perpendiculaire 4 une autre droite fixe Do, et a étre 
paralléle 4 un plan fixe P? 

646. Dans la face SAB d’un triédre SABC, on trace une droite AB, autour 
de laquelle on fait tourner un plan. Ce plan coupe l’aréte SC en un point 
variable KE. Quel est le lieu du point de concours des médianes du triangle 
ABE? 

617. Méme question en fixant le point E et en faisant tourner le plan au- 
tour d'une paralléle au plan ASB par Je point E. 


EXERCICES THEORIQUES 


§ 4. 


648. Si une droite fait des angles égaux avec trois droites paralléles & un 
plan, et dont deux quelconques ne sont pas paralléles entre elles, la droite 
est perpendiculaire au plan. 

619. Soit O le centre d'un carré ABCD de cété a, OS perpendiculaire au 

: 2a : ; 
plan ABCD. Si OS= =? caleuler la distance du point 0 au plan SAB. 

620. Soit ABC un triangle équilatéral de cété a et de centre 0, S un 

point extérieur a son plan, et tel que les distances SA, SB, SC soient égales a 


3 
= de OA. Calculer la distance du point S au plan ABC. 


624. Soit ABCDEF un hexagone régulicr de cdté a et de centre 0, OS 
perpendiculaire a son plan. On détermine le point S pour que le diédre 
SABO soit de 60°, et on demande de calculer la distance du point S au plan 
ABO, et da distance du point O au plan ABS. 

622. Le lieu des points également distants de deux points donnés est le 
plan perpendiculaire en son milieu a la drofre qui joint ces deux points. 
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623. Soit D une droite queleonque d'un plan P. Lieu du point tel que le 
rapport de ses distances au plan P et a la droite D soit constamment égal 
dun nombre donné m, 

624. Lieu des points de lespace également distants de deux droites pa- 
ralldles. 

625. Lieu des points également distants de deux droites concourantes, 

626. Lieu des points également distants de tous les points d'un cercle. 

627. Les plans perpendiculaires aux cdtés d'un triangle par leurs milieux 
passent par une mdme droite. Propriété commune a tous les points de cette 
droite, 

Quelle condition doit remplir un polygone plan pour que ce théoreme 
lui soit applicable ? 

628. Les plans perpendiculaires aux faces d'un triédre et passant par les 
hissectrices de ces faces ont une droite commune, également inclinée sur les 
trois ardtes du triddre, Propriété de tout poiut de cette droite. : 

629. Déterminer dans un plan donné un point également distant de deux 
points donnés, et également distant de deux droites concourantes données. 

630. Soient A et B deux pomts extérieurs & un plan P. Déterminer dans 
ce plan le teu des points dod la distance AB est vue sous un angle droit. 

634. Soit P un plan, A et B deux points extérieurs & ce plan et d'un 
médmo edté, Determiner dans le plan le point C, tel que si M est un poimt 
queloonque du plan P, on ait 


CA -+- CB << MA -+- MB, 
632. Soit P un plan, A et B deux points extérieurs & ce plan et de edtés 
differents, Déterminer dans ce plan : - 
© Lo point G, tel que si M est un point queleonque du plan P, on ait 
CA—CB> MA —MB; 


9° Les points tels que le difference de leurs distances aux points A et B 
soll minima j 

%» La région dont tous les points sont plus prés de A que de B. 

633. Klant donnds deux points A et Ba Lintéricur dun diédre, déter- 
minor la ligne brisée ADCB, ayant un sommet © dans lune des faces, un 
sommot D dans Pautre, ob de manidre que son périmétre soit minimum. 

634, Liew du point tel que la somme ou la difference de ses distances | 
\ doux plans qui se coupent soit constamment égale a une longueur 
dounde, | 

635. Liew du point tel que la somme de ses distances & deux plans paral- 


ldlos ait une valour constante donnée, supérieure a la distance des deux 
plans, 


636. Lieu du point tel que la difference de ses distances & deux plans 
paralléles ait une valeur constante donnée, inférieure a la distance des 
doux plans, 


637. Trouver dans un plan Q un point qui soit & 2 m, dun plan P, et 
AS om. dun plan Py, 


638, Licu du point tel que le rapport de ses distances & deux plans fixes 
paralldlos soit dgal & un nombre donne. 
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639. Soient P, et P, deux plans paralléles, 0 un point du plan P,. Déter- 
miner dans ce plan P, le lieu du poirt également distant du plan P, et du 
point 0. 

640. Lieu du point également distant de deux plans paralléles. 

641. Lieu du point également distant de deux plans qui se coupent. 

642. Les plans bissecteurs des trois diédres d’un triédre ont une droite 
commune, dont tout point est equidistant des trois faces du triédre. 

643. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour qu’une figure 
plane se projette sur un plan suivant une droite? 

644. Démontrer que si une droite de l’espace porte une division quel- 
conque, c’est-a-dire si l’on a marqué sur cette droite des points A, B, C..., 
L, ta projection de la droite porte une division semblable a celle de-l’es- 
pace, c’est-a-dire que l’on a: 

ab__be «e¢ la 


AB BO Aspen UA Z 

En particulier, le milieu d’un segment se projette au milieu de la pro- 
jection du segment. 

645. Connaissant la projection d’un parallélogramme, construire la pro- 
jection du centre de ce parallélogramme. 

646. Connaissant la projection d’un triangle, construire la projection 
dune médiane de ce triangle. 

647. Demontrer que les projections de deux figures homothétiques sont 
des figures homotheétiques. 

648. Ur parallélogramme étant donné comme projection d’un rectangle, 
construire la projection d’un second rectangle homothétique au premier par 


; 3 
rapport 4 son centre avec le rapport —- 
2 


649%. Un angle droit qui a un cdté paralléle 4 un plan se projette sur ce 
plan suivant un angle droit. 

Réciproquement, un angle droit qui se projette sur un plan suivant un 
angle droit a au moins un cété paralléle a ce plan. 

La plupart des exercices suivants, notamment ceux des n* 650 4 654, sont des 
applications de cette double proposition. 

650*. Démontrer que, si un triangle n’a pas son plan paralléle au plan 
de projection, il est impossible que les hauteurs du triangle de l’espace se 
projettent suivant les hauteurs du triangle-projection, Pour combien de hau- 
teurs au plus peul-il y avoir exception? 

654*. Démontrer que la bissectrice d’un angle ne se projette suivant la 
bissectrice de l’angle-projection que si la bissectrice de langle de l’espace 
est une ligne de plus grande pente dans le plan de l’angle, ou si elle est 
paralléle au plan de projection. 

652*. Les bissectrices des angles d’un triangle ne se projettent pas suivant 
les bissectrices des angles du triangle-projection. Pour combien de bissec- 
trices au plus peut-il y avoir exception? 

653". Le centre du cercle circonscrit 4 un triangle ne se projette jamais 
au ceutre du cercle circonscrit au triangle-projection, sauf dans un cas, 
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654°. Constrnire une droite qui rencontre & angle droit deux droites 
données, et déduire de 1a toutes les droites perpendiculaires & deux droites 
données (perpendiculaire commune & deux droites). A cet effet, projeter 
la figure sur un plan perpendiculaire & lune des droites données. 

Démontrer que le segment obtenu est plus court que tout autre segment 
ayant une extrémité sur chaque droite (plus courte distance de deux 
drovtes). 

655*. Quel doit étre l'angle d'une droite avec le plan de projection pour 
que celte droite se projette en demi-grandeur? 

656*. Etant donnée un triangle ABC qui n’a que des <= aigus, déter- 


2 


miner un plan paralléle & BCG de maniére que langle Bac se projette sur — 


ce plan suivant un angle droit. 
657°. Etant donné un triangle quelconque ABC, déterminer un plan par 
la condition que les projections de AB et de AC sur ce_ plan soient dgales. 


La médiane AD devra se projeter suivant une hauteur du triangle-projec- 


tion; langle aigu ADC devra se projeter suivant un angle droit. On est ramené 
au probléme précédent. 


658*. Soient D et Z deux droites quelconques. On donne une symétrie a 
D par rapport & Z, pour l’amener en D’. Démontrer qu'il existe une droite 
coupant orthogonalement D, Z et D’ (voir exercice 654). 

659°. Soient Z et Z’ deux droites paralléles, D une droite queleonque. 
Une symétrie par rapport & Zaméne D en Dy; une syméte par rapport & 
Z’ améne D, en D’. 

Démontrer que D et D’ sont paralléles. 

Projeter sur un pian perpendiculaire a Z. 

G60*. Si une droite D et un plan Q sont perpendiculaires, la projection 
de la droite D sur un plan P est perpendiculaire & intersection des plans P 


et Q. 


664*. Soient deux plans P et Q se rencontrant suivant une droite XY, On 


; 


projette un point A en A, sur le plan P, en A” sur le plan Q, puis on rabat 


Je plan Q sur le plan P autour de XY, ce qui améne A” en Ag. 
Démontrer que la droite Ay Ag est perpendiculaire & XY, 
662*. Soient P et Q deux plans qui se coupent suivant la droite YY. 
Déterminer une figure de Tespace par la condition qu’elle se projette  sui- 
vant une droite sur chacun des plans P et Q. 


663°. Lieu dumilieu dun segment de longueur constante dont les extrée- 
mités glissent sur deux droites rectangulaires non situées dans le méme plan. _ 


Projeter sur un plan perpendiculaire & une des deux droites et passant par _ 


l'autre. 


664~. Etant données deux droites rectangulaires non situées dans le — 


méme plan, construire un segment de longueur donnée, ayant une extré- 
milé sur chaque droite, et faisant avec une d’elles un angle égal & un 
angle donné. 

665°. On donne trois droites Dy, Dg, Ds, dont deux queleonques ne sont 
pas dans un méme plan. 


— 
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Construire une quatriéme droite A qui les rencontre en A, B, C, de maniére 
que l’un des pomts de rencontre soit le milieu de la distance entre les deux 
autres. 

Lee Nam F CAS ee, ov iat 

Géneéraliser, en construisant A pour que le rapport — soit égal & un 


BA 
nombre donné k. 


Projeter la figure sur un plan perpendiculaire 4 D,. 


666*. Si deux plans P et Q se coupent suivant XY, et si une figure F 
se projette sur chacun d’eux suivant une ligne droite, non perpendiculaire 
a XY, la figure F est une ligne droite. 

667°. Un rectangle étant donné comme projection d'un carré, construire 
le rectiligne da diédre que fait le plan du carré avec le plan de projection. 

_Considérant en outre le cercle inscrit dans le carré de l’espace, et ses 
tangentes par les points ou il coupe les diagonales, construire les projec- 
tions de ces tangentes. 


“ 


Diviser chaque demi-diagonale du rectangle dans le rapport de 1 4 V2. 


668*. Onconsidére deux droites D, et D2 qui ne sont pas dans un méme 
plan, et dont les projections sont paralleles. Démontrer que toutes Jes 
droites qui rencontrent D, et Ds, et qui sont paralléles au plan de projec- 
tion, s’appuient sur une méme droite perpendiculaire a ce plan. 

669*. Déterminer une figure de l’espace, sachant que si on la _projelte 
successivement sur les trois faces d’un triédre trirectangle 0 X YZ, on trouve : 

Sur le plan OXY, une droite perpendiculaire 4 OX; 

Sur le plan OYZ, un cercle; 

Sur le plan OZX, une droite perpendiculaire a 0X. 

Montrer que cette troisieme donnée n’est pas compléte, et que si 
on la compleétait, elle deviendrait alors une conséquence de la premiére, et 
que par suite elle pourrait étre supprimée. 


CHAPITRE YI 
LES POLYEDRES 


§ 4.— Prismes et Pyramides. 


496. — Définition. — On appelle polyédre un solide 
limité par des polygones plans ayant deux a ceux un coté 
commun. 

Les polygones plans sont appelés les faeces du polyédre. Les 
cétés de ces polygones sont appelés arétes, et les sommets des 
polygones sont les sommets du polyédre. 


Chaque aréte est commune a deux faces qui forment un 
angle diédre. En chaque sommet aboutissent au moins 
trois faces et au moins trois arétes qui forment un angle 
polyeédre . 

On appelle diagonale d’un polyédre une droite qui joint 
deux sommets non situés dans la 
D’ méme face. 


497.— Prismes. — Soit(fig. 311) 
ABCD un polygone.. Faisons-lui 
subir une translation rectiligne. 
Ses sommets décriront des seg- | 
ments paralléles et de méme sens 
AA’, BB’, CC’ et DD’, et le poly- 
gone engendrera un solide 


ABCDA'B’'C’D’ 
| (a appelé prisme. 
Fig. 311. — Prisme. Un prisme est un solide limité 


par deux polygones égaux et paral-_ 
léles, appelés bases, et par des parallélogrammes, appelés 
faces latérales. 


> 
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Ainsi, dans le prisme ABCDA’BCD’, les bases sont les deux polygones 
ABCD et A’B'C'D’, les faces latérales sont les parallélogrammes ABB'A’, 
BCC'B’, CDD'C’, ADD'A’. 

On appelle hauteur d'un prisme la distance des plans de 
base. 

Un prisme est dit triangulaire, quadrangulaire, penta- 
gonal, etc., suivant que les bases sont des triangles, des 
quadrilatéres, des pentagones, etc. 

Un prisme est dit droit lorsque Jes arétes latérales sont 
perpendiculaires aux plans 
des bases; dans le cas con- 
traire il est dit oblique. 

Plus généralement ima- 
ginons qu’un_ polygone 
ABCDE (fig. 312) se dé- 
place d’un mouvement de 
translation «indéfin. Ses 
sommets décriront des 
droites paralléles indéfi- 
nies A’A”, B'B’, C’'C”, etc. 
Ses cdotés engendreront Fig. 312. — Surface prismatique. 
des portions de plans com- 
prises entre deux paralléles, des bandes planes A’A"B’B”, 
B’B"C'C’, etc. Nous obtiendrons ainsi une surface indéfinie, 
ayant la forme d’un long tube, que nous nommerons 
prisme indéfint ou surface prismalique. 


498. — Théoréme. — Les sections planes d’un prisme par 
des plans paralléles sont égales entre elles. 


C’est évident, car elles se déduisent les unes des autres 
par une translation dont les glissiéres sont les arétes laté- 


rales. 


499.— Définition.— On appelle section droite d'un prisme 
la section faite par un plan perpendiculaire aux arétes 
latérales. 


is) 
bo 


BourLeT. — ELomMenTs DE GKOM. 
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Toutes les sections droites d’un prisme sont égales 
entre elles (n° 498). 


500.— Parallélépipéde.— On appelle parallélépipéde un 
prisme dont les bases sont des parallélogrammes. 


De la définition méme, il résulte qu'un parallélépipéde a 
sia faces qui sont toutes des parallélogrammes. Deux faces 
opposées sont des parallélogrammes égaux. Il en résulte 
que chaque face du parallélépipéde peut étre prise pour 
base. 


Ainsi dans le parallélépipede ABCDA'B'CD’ (fig. 313) les six faces 
sont des parallélogrammes. Deux faces quelconques opposées BCCB’ et 
ADD’A’ sont égales et paralléles, car, les segments AB, DC, D'C et A’B’ 
étant égaux et paralléles, les deux 
faces se déduisent l'une de l'autre 
par translation. On peut considé- 
rer le parallélépipéde comme étant 
un prisme de érois maniéres. 

1° Si lon prend pour bases 
ABCD et A’B'CD’, les arétes laté- 
rales ont AA’, BB’, CC’, DD’. 

ac Si lon prend pour bases 
BCCB’ et ADD'A’, les arétes laté- 
rales sont AB, A'B’, D'C’ et DC. 

3° Si Ton prend pour bases 
ABB’A’ et DCC'D’, les arétes latérales sont AD, AD’, BC’ et BC. 


Fig. 313. — Parallélépipéde. 


501.— Théoréme.— Les diagonales d'un parallélépipéde 
se coupent en un méme point qui est le milieu de chacune 
d’elles. 

Le parallélépipéde ABCDA’B'C’'D (fig. 314) ahuit sommets 
deux a deux opposés. Ainsi, étant donné le sommet A, il 
n'y aquwun seul sommet qui ne soit pas dans une méme 
face avec A, c’est le sommet C’. Il y a, par suite, quatre 
diagonales AC’, BD’, CA’, et DB’. 

Deux d’entre elles, par exemple AC’ et BD’, joignent les 
extrémités de deux segments AB et C’D’ égaux, paralléles 
et de sens contraires. Par suite, elles se coupent en leur 
milieu O (Gkom. PLANE : n* 86 et 87). On prouverait de 
méme que les diagonales CA’ et DB’ passent par le milieu _ 
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O de AC’. Il en résulte que les trois diagonales BD’, CA’, 
DB’ passent par le mi- 
lieu O de AC’, et que ce 
point est aussi leur 
milieu. 

Les sommets du pa- 
rallélépipéde sont deux 
a deux symétriques par 
rapport au point O, 
qu’on nomme le centre 
du parallélépipéde. Fig. 314. 

502. — Parallélépipéde rectangle. — Un parallélépi- 
pede est dit rectangle lorsqu’il 
est droit et que ses bases sont 
des rectangles. 


Les six faces d’un parallé- 
lépipéde rectangle sont des 
rectangles. Les trois arétes 
aboutissant en un méme som- 
met forment un triédre tri- D wo 
rectangle. 


Fig. 315.— Parallélepipede rectangle. 
Ainsi dans le parallélépipéde rec- 
tangle ABCDA'B’C’D’ (fig. 315) les bases 
ABCD et A’B/C'D' sont des rectangles, 
les faces latérales, telles que AA’D’D, 


sont aussi des rectangles, car les arétes hy, Yi i 
AA’ et DD! étant perpendiculaires aux LLL. 


plans des bases sont perpendiculaires 
sur AD et A’D’. Le triedre ADA'B est 
trirectangle. 

Une boite, une caisse, une chambre, 
une régle, etc., sont des parallélépipedes 
rectangles. 


_ 503. — Cube. — Lorsque les 
bases d’un parallélépipéde rec- Fig. 3:6, — Cube. 
tangle sont des carrés et lors- 

qu’en outre les arétes latérales ont pour longueur la lon- 
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gueur des cdtés de ce carré, les six faces du parallélé- 
pipéde sont des carrés égaux, Le parallélépipdde ost alors 
appelé cube (tig, 316), 


Un cube ost un parallélépipdde rectangle dont les six faces 
sont des carrés égaux, 


Les douze arétes d'un cube sont égales, 


504. — Définition. — Soit ABCD un polygone plan et 
S un point extérieur au plan 
de ce polygone (lig. Siz), Joi 
gnons Saux sommets du poly: 
gone, Nous formons ainsi un 
polyédre limité par la face 
ABCD, appelée base, et par les 
triangles SAB, SBC, SCD, SDA, 
Ce polyddre est une pyranide. 


Une pyramide est un solide 

Fig. 317. — Pyramide. limité par une face polygonale 

quelconque, appelde base, ef par 

des faces triangulaires adjacentes, appeldes taces latérales, 
ayant un sommet commun, appelé sommet de la pyramide, 

La hauteur d'une pyramide est 1a distance de son sommet 


a la base. 

Une pyramide est dite Qangulatre, quadrangulatre, pen- 
tagonale, ete,, suivant que sa base 
est un triangle, un quadrilatere, 
un pentagone, ete. 

Une pyramide — triangulaire 
(fig, 318) a quatre faces qui sont 
quatre triangles, On lappelle 
aussi, A Cause de cela, tétraddre. 
Elle peut dtre considérée de qua- 
tre manidres différentes comme 
étant une pyramide, car on peut 
prendre pour base une quelconque des quatre faces, 


hig. 318, — Tétraddre, 
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Ainsi dans le tétraédre ABCD (fig. 318) on peut considérer BCD 
comme étant la base et A le sommet, ou ABC comme base et D comme 
sommet, etc. 

Plus généralement, si l’on considére une semi-droite 
mobile issue d’un point fixe 
S, et qui se meut en s’ap- 
puyant (fig. 319) sur Je con- 
tour d'un polygone ABCDE, 
cette semi-droite engendre 
(n° 476) un angle polyédre que 
Pon nomme aussi parfois py- 
ranude indéfinie, car c’est la 
figure obtenue en prolon- 
geant indéfiniment les faces 
latérales d'une pyramide au 
dela de sa base. 


Fig. 3x9. — Angle polyédre. 


505. — Théeoréme‘. — Les sections planes d'une pyra- 
mide par deux plans paralléles sont des polygones semblables, 
le rapport de similitude étant égal au rapport des distances 
des plans sécants au som- 

E S 
met de la pyramide. 


Soient ABCD et A’B’C'D’ 
Jes sections planes d’une 
pyramide par deux plans 
paralléles (fig. 320). Menons 
par le sommet S une droite 
quelconque qui coupe les 
plans en O et O'. 

Si nous effectuons une 
translation de glissiére 00’ 
qui améene O’ en O, les 
sommets de la section 
A'B'C’D’ décrivent des parai- 
léles 4 OO’, dans les plans 
déterminés par SO et les 
arétes de la pyramide. La 
section A’B/C’D’ viendra se 


4. On passera ce théoreme si ou ne veut pas lire les démonstrations des u%* 624 
4 623. 
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placer en abcd dans le plan ABCD de fagon a étre homothétique de 
ABCD par rapport au pomt 0. Les deux sections sont done semblables. 
Oa SA’ 
OX SA 


(n° 488). Or, on peut supposer que SO est 


ae iae r ~ - . . en s t 
Le rapport de similitude est égal a qui est égal a puisque A’a 


a , 

sek 

est paralléle & SO, ou a = 

E RO bac 

perpendiculaire sur les plans des deux sections. Le rapport de simili- 
N)/ 


SO : : 
tude est done égal au rapport 30 des distances de $ aux deux plans. 


§ 2.— Aires et volumes. 


. 506. — Définition. — On appelle aire latérale d’un 
prisme ou d’une pyramide la somme des aires de ses faces 
Jatérales. 


On appelle aire totale d’un prisme ou d’une pyramide la 
somme de Il'aire latérale et des aires des bases. 

Les faces d’un prisme ou d’une pyramide étant des 
polygones plans, il est facile d’évaluer leurs aires. 


507. — Aire latérale d’un prisme droit. — Les 
taces latérales d’un prisme droit sont des rectangles ayant 
pour bases les cotés de la base et pour hauteur la hau- 
teur du prisme. 


L'aire latérale est égale au périmétre de la base multiplié 
par la hauteur. 


ExempLe. — Quelle surface de fer-blanc faut-il pour faire une 
baite parallélépipédique rectangle de 20 centimetres de long, 
10 centimélres de large et 8 centimétres de haut, sans couvercle? 


Aire du fond de la boite : 2010 == 200%" 
Aires des faces latérales ao es i= 1flow! 

105<3' = So" 
1/2 aire latérale : 240m" 
Aire latérale : 240m >< 9 = 480m 
Aire totale 2 680m, 


508. — Aire latérale d’un prisme oblique. — L’aire 
latérale d'un prisme oblique est égale au produit du périmétre 


de sa section droite par la longueur commune des arétes 
latérales. | 
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Soit ABCDA’B’CD’ un prisme oblique (fig. 321). Cou- 
pons-le par un plan perpendiculaire aux arétes latérales, 
et soit abcd la section. Les arétes latérales étant perpen- 
diculaires sur ce plan sont perpendiculaires sur tous 
les cétés de la section. Ainsi, par exemple, ab est per- 
pendiculaire commune a AA’ et BB’; c’est la hauteur du 
parallélogramme AA’B’B. On 
a donc : 
Atre AA'B'B = AA’ x ab, 
Mare bb C'C. = BB >< bc, 
ecre2e.D TD) = CC s< cd, 
Aire DD'A‘A = AA’ & da. 
Comme AA’ = BB’= CC’, 
on a, en ajoutant et mettant 
AA’ en facteur : 
Aire latérale 
= AA’ (ab + bc + cd + da). 


509. — Aire latéraled’une 
pyramide réguliére.— Une pyramide est dite réqulére, 
lorsque sa base est un polygone régulier et que son som- 
met est situé sur la perpendiculaire élevée au certre de 
la base sur le plan de 


S 

cette base. 

Les faces latérales dune 

: etree C B 

pyramide réguliére sont 
des triangles isocéles ff 
égaux qui, par suite, ont 
tous méme hauteur. Cette 5 A 


hauteur commune est ap- 


pelée apotheme. Fig. 3a2. 


L’aire latérale d'une pyramide réguliére est égale au pro~ 
duit du demi-périmétre de la base par l’apothéme. 


Exempte. — Une pyramide réguliére a pour base un carré de 


344 ELEMENTS DE GEOMETRIB. 


3 décimetres de cété et 53 centimétres de hauteur. Calculer son 
aire latérale. 


Soit SABCD la pyramide, SO sa hauteur, SH l'apothéme (fig. 322). 
Dans le triangle rectangle SOH, on a : 


Gi ane 2 
SH" =Su’ + OH’. 
OH est égal Ala moitié du cdté du carré, done égal & 15 centimetres, 
on “won Pe 
SH? —53 =i a Onks 
SH 55°". 


L'aire latérale est: 


1 S< 4><30>< 55 — 3300em? — 33em2, 


4 


Laire de la base est : 3X3) gu". 


L'aire totale est : 42am, 


540. — Unités de volume. — Nous avons appris en 
arithmétique, dans l'étude du systéme métrique, que 
TYunité de volume est le mélre cube, c’est-a-dire le volume 
d'un cube ayant 1 métre de cété. 

Les unités secondaires sont les sous-multiples du métre 
cube, le décimélre cube, le centimétre cube, le millimétre 
cube. 

Trouver le volume d'un corps solide, c’est trouver com- 
bien il contient de métres cubes, décimétres cubes, cen- 
timétres cubes, ete. 

Deux solides sont dits équivalents lorsqu’ils ont méme 
volume. 


5414. — Volume du parallélépipéde rectangle. — 
Le volume d'un parallélépipéde rectangle est égal au produit 
des mesures de ses trois dimensions. 

Soit (fig. $23) ABCDA’B’C’D' un parallélépipéde rectangle. 
Mesurons ses trois arétes avec une unilé assez petite 
pour quelle soit contenue un nombre entier de fois dans — 
chacune d’elles. Supposons, par exemple, qu’on ait : 


AB=5™,. AD 3 3 (AAU ais 
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Divisons alors AB en 5 centimeétres, et par les points de 
division (fig. 323, I) menons des paralléles 4 AD. De méme 
partageons AD en 3 centimétres, et par les points de divi- 
sion menons des paralléles 4 AB. Nous partageons ainsi 
la base ABCD en 5 x 3 = 15 centimétres carrés. Cela étant, 
sur chacun de ces centimétres carrés, posons un cube de 
1 centimetre de cété. Nous pavons ainsi la base de 
15 cubes qui forment une couche de 1 centimétre de haut 


Fig. 323. 


(fig. 323, 11). Comme le parallélépipéde a 4 centimétres de 
hauteur, nous le remplirons au moyen de quatre couches 
semblables superposées. En résumé ie parallélépipéde 
contient 4 fois 15 centimétres cubes ou : 
5 >< 3 >< 4 = 60. 
Le nombre des centimétrescubes est égal au produitdes 
mesures, 5, 3, 4, des trois dimensions. 


512. — Le volume d’un parallélépipéde rectangle est égal au 
produit de l’aire desa base par sa hauteur. 

La premiére couche qui couvre le fond du parallélépi- 
péde(fig. 323) contient autant de centimétres cubes que la 
base contient de centimétres carrés. Le volume de cette 
couche s’exprime donc par le méme nombre que l’aire de 
la base, soit 15. Le volume total s’obtient en multipliant 
le précédent par la hauteur 4. Ce volume est donc: 


15 < 4 = are de la base x hauteur. 
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548. — Remarque importante. — Les énoncés précé- 
dents et ceux qui suivent supposent essentiellement que 
l'on a pris des unités correspondantes. 


Ainsi, sil’unité de longueur est le décimétre, l'unité d’aire sera le 
décimetre carré et celle “de volume sera le déczméltre cube. 


544. — Volume du parallélépipéde droit. — Le volume 
d’un parallélépipéde droit est égal au produit de sa base par 
sa hauteur. 

Soit ABCDA’B'C’D’ (fig. 324) un parallélépipéde droit, 
dans lequel la base ABCD est un parallélogramme quel- 
conque, et les arétes laté- 
rales AA’, BB’, etc., sont 
perpendiculaires au plan 
de la base. 

Par BB’, menons le plan 
de section droite BB’E’E 
perpendiculaire 4 AB. Ce 
plan partage le parallélé- 
pipéde en deux parities, 

Fig. 324. ABEDA'B'E'D’ 
et BCEBC’E’. Faisons su- 
bir a la seconde, BCEB’C’E’, une translation de glissiére 
AB; elle viendra se placer en ADFA’D'F’, de facon & for- 
mer avec la premiére un _ parallélépipéde rectangle 
ABEFA’B’E’F’, évidemment équivalent au parallélépipéde 
donné. Le volume V est alors : 


We a9N 8) SBI DOSS IB 


Or, BE étant la hauteur du parallélogramme ABCD, 
AB x BE estI’aire de la’base, et BB’ estla hauteur. Donc: 


V = aire de la base < hauteur. 


ERC 


545. — Theéoréme. — Un prisme oblique est équivalent 
au prisme droit ayant pour base sa section droite et ayant 
méme longueur d’arétes latérales. ; 
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Soit ABCDEA’B’C’D’E’ (fig. 325) un prisme oblique et 
ab'cde’ sa section droite. Cette section partage le prisme 
en deux portions V, et V,. Faisons subir a la portion Va, 
a'b’c'd’e'A’B/C'D’E’, une translation de glissi¢re A’A. La 
face A’B’C’D’F’ viendra coincider avec ABCDE, et le volume 
V, viendra en V’, de fagon a former evec V, un prisme 
droit abcdea’b'c'de’ évi- 
demment équivalent 
au prisme donné et de 
méme longueur d’a- 
Opera CAE 0/0) —— Non, 
comme décrits dans la 
méme translation. 


516. — Corollaire. 
— Deux prismes ayant 
méme section droite et 
méme longueur d'arétes 
latérales sont équiva- 
lents. 


517. — Volume du parallélépipéde.— Le volume d’un 
parallélépipéde est égal au produit de l’aire de sa base par sa 
hauteur. 

Le théoréme étant vrai pour un parallélépipéde droit, 
soit ABCDA’B'C’'D’ (fig. 326) un parallélépipéde oblique. 

Soit IH sa hauteur. Par H menons, dans le plan ABCD, 
la perpendiculaire 
KL & AB et CD. Le Cg D’ 
plan déterminé par 
IH etKLest un plan p 
de section droite, 
car AB étant rectan- 
gulaire ala fois avec B A 
IH et KL est perpen- Fig, 526. 
diculaire sur leur 
plan. Le parallélépipéde en question est donc équiva- 
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lent au parallélépipéde droit de base IMLK et de hauteur 
AB. Son volume est done 
V=IH><KL><AB. 


Mais KL XAB est l'aire du parallélogramme ABCD. On a 


donc: 
V=IHx<aire ABCD. 


518. — Volume du prisme. — Le volume d'un prisme 
est égal au produit de l'aire de sa base par sa hauteur. 


Nous admettrons cette proposition sans démonstration. 


Voici d’ailleurs, pour les éléves studieux, la démonstration en question. 
1° Prise TRIANGULATRE, — Soit 
ABCA'B'C’ un prisme  triangulaire 
fig. 327). Par AA’ et UC’ menons 
es plans paralléles aux faces oppe- 
sées, Nous formons ainsi un parallé- 
lepipéde ABCDA’B’'C’D partagé en deux 
prismes _triangulaires par le plan 
AA’CC’, Ces deux prismes sont équi- 
valents car ils ont (n° 546) des see- 
tions droites égales abe et acd, 
comme moitiés d'un parallélogramme 
abed, et méme longueur d’aréte. Le 
volume du prisme ABCA’B'C’ est done 
la moitié du volume du_parallélépi- 
pede. 


V =~aire ABCDS< HH’. 


Se 


c’ Or 
B - aire ABCD —aire ABC. 


On a done bien : 


h 
as V=aire ABCX HH’. 
: 
E& \ es a° Cas cknkRaL. — __ Soit 
\ et ABCDEA’b ODE’ un prisme quel- 
; B conque (fig. 328), 
A Les plans diagonaux AA‘C’C et 
Fig. 328, AA'D'D partagent Je prisme en 


trois prismes triangulaires de | 
meme hauteur h, pour lesquels on a : 
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vol. ABCA’B’C’ = aire ABU >< h, 
vol. ACDA’C’D! = aire ACD >< h, 
vol. ADEA’D’E’ = aire ADE >< h. 
Le volume V du prisme est la somme des volumes des trois prismes 
triangulaires. On a donc, en additionnant : 
V = (aire ABC +- aire ACD + aire ADE) h 


ou 
V=aire ABCDE><h. 
549. — Corollaire. — Deux prismes qui ont des bases 


équivalentes et méme hauteur sont équivalents. 


Car les bases ont méme aire. 


520. — Volume d’une pyramide. — Le volume d’une 
pyramide est égal au tiers du produit de l’aire de sa base par 
sa hauteur. 


Nous admettrons cette proposition sans démonstration. 


Nous donnons d’ailleurs cette démonstration pour les éléves studieux, 
dans les n®* 524 4 523 ci-apres. 


521. — Théoréme. — Deux pyramides qui ont des bases 
équivalentes et méme hauteur sont équivalentes. 


Soient (fig. 329) deux pyramides SABC et TDEF ayant méme hauteur 
et des bases équivalentes 


aire ABC = aire DEF. 


Supposons qu’elles reposent toutes deux sur un plan II. Si on les 
coupe alors toutes deux par un ee paralléle i I, les deux sections sont 
équivalentes, car elles sont semblables aux bases (n° 505) et dans le 

-méme rapport. 

Ceci posé, partageons SA en un certain nombre de parties égales, 
4 par exemple, et par les points de division A,, Ag, As, menons des 
plans olay i IL qui coupent les deux pyramides suivant les sections 
A,B, C,, A,B, C,, A, B,C, et D, EH, F,, D, FE, F,, Dz E, F;, respective- 
ment équivalentes aux trois premiéres. Sur chacune des sections 
A, B, C,, A, B, Cz, A, B; Cs, construisons deux prismes d’arétes latérales 
égales et paralléles 4 AA,, nous formons ainsi trois prismes P’,, Pg, P's, 
tous les trois 4 Pintérieur de la pyramide et quatre prismes P, P,, Ps, Ps 
débordant sur la pyramide, le prisme P étant construit sur ABC. 

Posons 


S=volP + vol P, + vol P, + volP;, 
S’= vol P’, + vol Py + vol P's. 
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540 
Les prismes de méme base sont égaux, on a done : 
vol P’,= vol P,, 
vol P’, =vol Py, 
vol P’;=vol Ps; 


ol, par suite : 


big. Jag. 


Or il est manifeste que le volume V de la pyramide SABC est plus: 
grand que S’ et plus petit que 8: 
v<V<S. 
Opérons de meme sur la pyramide TDEF. 


Construisons, sur les sections, des prismes Q,Q;,Q..Q5 et Q’4,0'2,0'5. 
Los deux prismes P et Q, ayant méme hauteur et des bases équiva- 
ontes, sont dguivalents. Qn a done : 
tont t dquivalents. On ad 
volQ=volP; 
de meme 
volQ,=volP,, volQ’,=volP’,, etc. volQ,—=volP.. ae 


On en conelut : 
vol Q + vol Q, + vol Q, + vol Q;=S, ‘ 
vol Q’, + vol Q’; + vol Q’; = 8". 
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Le volume V’ de la seconde pyramide est évidemment aussi compris 
entre S’ et S : 
By AeN, ea 
Les volumes V et V’ des deux pyramides étant tous deux compris 
entre les sommes § et 8’ des volumes des prismes, on en conclut que 


V—V<VW’_—S, 
c’est-i-dire 


(1) Vv’ —V< volP. 


Il en résulte que la différence V’— V est rigoureusement nulle. 

Kn effet, si, au lieu de diviser SA en 4 parties égales, on avait divisé 
en 10, 100, 1000 parties, etc., le raisonnement précédent subsisterait, 
et Vinégalité (1) aurait toujours lieu. 

Or, lorsque le nombre des divisions de SA augmente, la hauteur du 
prisme P diminue et tend vers zéro. Le prisme P s’aplatit, son volume 
tend vers zéro et peut étre aussi petit qu’on voudra. 

L’inégalité (1) prouve done que la différence WV’ —V est un nombre 
fixe plus petit que n’importe quel nombre, aussi petit qu’on voudra. 
V’ —V est done égale a zéro. 

Les deux pyramides sont équivalentes. 


522. — Corollaire. — Deux pyramides ayant méme base 
et leurs sommets sur une paralléle au plan de la base com- 
mune sont équivalentes. 


Car elles ont méme hauteur qui est la distance de la droite des som- 
mets au plan de base. 


523. — Volume d’une pyramide. — Le volume d’une 
pyramide est égal au 
tiers du produit de sa 
base par sa hauteur. 


AR 


1° TérRAupRE, — Soit un 
tétraédre ABCD (fig. 330), 
et BODAFE le prisme trian- 
gulaire de base BCD et 
daréte Jatérale AB.  Joi- 
gnons CE. Les deux plans 
ACD et ACE partagent le 
prisme en trois tétraedres 
ABCD, CAFE et CAED, qui 
sont équivalents. 


En effet : 
vol ABCD = vol CAEF, 
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car cos deux tétraddres ont des bases dgales BOD et AEE ot méme 


hauteur, De plus, 
vol CARD 


8 


Fig 331, 


vol FARD, 


car ces doux tdtraddres ont mame base AED et leurs sommets sur une 
Ss 


paralldte FC au plan de he base 
(n° $22), D’ailleurs, comme le 
tdtraddre FAED a mame base 
AFE et meme hauteur que 
CARR, on a aussi : 


vol CARD == vol CARR. 


Los trois tétraddres étant 
équivalonts, le volume de Tun 
doux ABCD est le Hers du vo= 
lume du prisme : 


vol ABCD = 5 aire BCD >< AH, 


o® Pyramioe evenconqus, — Soit SABCDE (fig, 331) une pyramide 


‘queleonque, 


Los plins diagonaue ASD ot ASC partagent cette pyramide en trois 
tdtraddros de madmo hauteur SH et on as 


vol SABE 


vol SACD 


vol SADE 


~ aire ACD X< SU, 


+ aire ABC SI, 


aire ADE SIL. 


Le volume V de lapyramide est la somme des volumes des tétraddres, 


V=q (aire ANC + aire ACD + aire ADE) SH, } 


\ 


V== + aire ABCDEX< SH. 


0 


$24. — Exenrie, — Volume d'un tétraddre régulier d’aréte a. 


. . 


Un ttraddre rdgulier (fig, 33a) a quatre frees qui sont quatre — 


triangles &quilatdraux dgaux, 


Soreut BEL DE los hauteurs des deux faces ABC et ADC, La verpen=_ 
i 


diculawe DIE sur BE est la hauteur du tdteaddee. ailleurs 


est lee 


point do concours des maddianos et hautours de ABC, 


4 
a 


s 
i 
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Gna: 


Le volume est : 


V=3 aire ABC >< DH, 


(asdas aV3 aya 
3 
y—¢ V2 
12 
Pour a@==1", ona: V =o07°,117851. 


EXERCICES THEORIQUES 


§ 4. 


- 670. Déterminer les rectilignes de tous les diédres qui se trouvent dans 
un prisme droit 4 base quelconque. 

671. Démontrer que toute section d'un parallélépipede par un plan qui ren- 
contre au moins quatre arétes est un polygone qui a ses cotés opposés paral- 
léles. 

672. Ayant figuré un parallélépipéde, on y considére trois arétes con- 
sécutives non dans un méme plan, et on fait passer un plan par leurs 
milieux. Construire la seetion du solide par ce plan; démontrer que cette sec- 
tion est un hexagone dont les cétés opposés sont égaux et paralléles, et que 
le plan sécant passe par le centre du parallélépipede. 


Bourtet. — ButMents be chon. 95 
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673. Gonstruire un parallélépipéde de maniére que trois de ses arétes 
soiont appliquées sur trois droites D,, Dg, Ds, dont deux quelconques ne sont 
pas dans un meme plan. 

674. Le segment limité par deux faces opposées d'un parallélépipéde sur 
une droite qui passe par le point de concours des diagonales a son milieu 
on ce point (centre du parallélépipede). 

675. Dans tout parallélépipede rectangle, les quatre diagonales sont égales, 
et lo carré de chacune d'elles est égal & la somme des carrés de trois arétes 
issues d'un méme sommet (dimensions du parallélépipéde). 

676. Liardte d'un cube étant égale a @, quelle est la longueur de la diago- | 
nalo? E 
677. Le plan qui passe par les extrémités de trois arétes issues d’un 
méme sommet A d'un parallélépipede coupe le solide suivant un_ triangle 
dont les médianes se rencontrent sur la diagonale issue de A, au tiers de 

votte diagonale & partir de A. 

678°. Dans un prisme ayant pour base un triangle équilatéral ABC de 
contre O, Pardte AA’ se projette en demi-grandeur suivant AO sur le plan de la 
base. Caleuler & un demi-degré prés les rectilignes des diédres AB, BC, CA. 

679*. Un paralldlépipdde ABCDA’B’C’D’ a pour base un Josange ABCD dont 
Vangle A a Go; ta face ABBA’ se rabat exactement sur la base autour de AB; 
la face ADD/A! se rabat de méme sur la base autour de AD. Calculer la 
hautour du parallélépipede (rhomboédre) en fonction de AB=a, et le rec- 
tiligne du diddre AA’. 

G80. Si les quatre diagonales d'un parallélépipéde sont égales, le parallé- 
ldpipdde est rectangle. ; 

G84. Un prisme ABCDA'B’C'D’ a pour base un quadrilatére inseriptible — 


ABCD, symétrique par rapport ala diagonale DB. L’angle Ane a 6o°; la face 
ABBA’ est un carrd, et le diddre AB a 30°, Calculer la hauteur du prisme, 
sachant que DB <= too mm, 

682. Soit SARC un tétraddre quelconque, DEF sa section par un plan paral- 
Idle A ABE ot rencontvant SA en D, SB en EB, SC en F, Construire linterseetion 
des plans AEF et BED, et la trace de cette intersection dans le plan CDE. ~ 

Couper ces trois plans par le plan ABC, : 

Quol est lo Neu de cette trace quand le plan DEF se déplace en trans- 
lation, le plan ABO dtant lui-méme fixé ou mobile en translation ? , 

G83. Neant donnée une pyramide queleonque, marquer sur une aréle — 
latévale un point tel qu’en menant par ce point un plan paralléle a la base, 
aire de la section soit dgale & la moilié de aire de la base. 

G84. Une pyranide regulidre a pour base un hexagone régulier ABCDEF. 
On determine unplin par la droite AB et par le milieu de SD. Construire la 
soction de la pyramide par ce plan, et le point de rencontre de ce plan avee — 
la hantour. ‘ 

68H, Tout plan paralldie & deux arstes opposées d'un tétraédre coupe les 
quatre autres ardites en des apa qui sont les sommets d'un parallélo-— 
granmme, Voir comment varie aire de ce parallélogramme quand le plan 
sdoant so ddplace en translation, ‘ 


“a 


i and 
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686. Quel est le polyédre que l’on construit en menant par chaque ar¢te 
d'un tétraédre un plan paralléle a l’aréte opposée ? 

687. Deux triangles équilatéraux ABC et abc coincident. Soient 0 et o leurs 
centres confondus. On donne a abc une translation OO’ perpendiculaire au 
plan ABC, puis une symétrie par rapport 4 00’; le triangle abc est alors 
devenu A’B/C’. 

On considére le polyédre limité par les triangles ABC, A’B’C’, A’BC, 
CA’B’, B’CA, AB’C’, C/AB, BC’A’. 

Déemontrer que l'on peut, de trois maniéres identiques, partager ce 
solide en deux pyramides a base rectangle, que ces deux pyramides sont 
symétriques l'une de l'autre par rapport a un certain centre, et calculer UU’ 
pour gue AC’B soit un triangle équilatéral. 


Projeter sur le plan ABC. 


688. Les plans perpendiculaires aux six arétes d’un tétraédre en leurs 
milieux passent par un méme point, qui est equidistant des quatre sommets. 

689. Les plans bissecteurs des six diédres d’un tétraédre passant par un 
méme point, équidistant des quatre faces. 

690°. Dans tout tétraédre ABCD, le plan bissecteur du diédre AB coupe 
Varéte CD en deux segments proportionnels aux aires des faces CAB, DAB. 

Ils sont proportionnels aux hauteurs issues de © et de D dans ces faces. 
Couper le tétraédre par deux plans perpendiculaires a AB, l’un par C, l’autre 
par D. 


691". Si le plan bissecteur du diédre AB dans un tétracdre ABCD coupe 


Ja face CAD suivant la bissectrice de l’angle A, les angles CAB, DAB sont 
égaux, et le bissecteur considéré est perpendiculaire au plan CAD. 

692. Le cété de la base d’une pyramide hexagonale réguliére est donnée, 
égal aa. Calculer la hauteur de la pyramide, sachant que le diédre formé 
par celte base avec une face latérale a 45°. 

693°. Soit ABCD un quadrilatére plan quelconque, dont les cétés opposés se 
coupent en £ et en F. Le quadrilatére est éclairé par un point 0. Demontrer 
que l’ombre qu'il porte sur un plan paralléle a OKF est un parallélograrmme. 
Condition pour que ce parallélogramme soit un rectangle. 
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§ 2. 


694. La somme des aires des faces d’un parallélépipede rectangle est égale 
4 700 cm2, et ses trois dimensions sont entre elles comme 1, 2, 4. Caleu- 
ler ces dimensions. 

695. Une pyramide réguliére 4 base carrée a toutes ses arctes égales a 
40 mm. 3; on en détache la pyramide comprise entre le sommet et un plan 
paralléle 4 la base, passant au milieu de la hauteur. Calculer la somme des 
aires des faces du polyédre restant. 
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696, Le edté do la base d'une pyramide tmangulaire réguliére est égal & 
vo mm., ot laire latorale est égate & 1a em?, Calculer la hauteur de la 
pyranido, 

697. Un prisme a pour base un carré de 3 em, de edté; une face latérale 
ost aussi un carré; une autre est un losange ayant un angle de 6o®. Cal- 
ouler Paive totale du prisme. 

698. On construit un tuyau ayant la figure d'un prisme carré régulier. On 
assomble pour cela quatre planches rectangulaires égales, de 3m. de lon- 
guour, 26 em. de largour et 8 mm, d’épaisseur. De quelle manidre faut-il 
disposer los quatre planches, et quelle est alors la surface extérieure du 
tuyan? 

~ 699. Un blutoir est un tuyau ouvert aux deux bouts, ayant la figure d'un 
prismo hexagonal régulier; ses parois sont des panneaux en tissu de soie 
tondus surdes rdgles qui représentent les arétes latérales, et logées a lintée- 
riour du tuyan, Le tissu devant codter ro francs le metre earré, combien 
codto la soio ndcessaire & la construction d'un blutoir quia 4 métres de lon- 
gueur ot 39 contimdtres de largeur pour chaque face? 

700. Caloulor Vardte d'un cube dont Uaire totale soit équivalente &laire 
totale d'une pyramide régulidre & base carrée dont la hauteur a 35 centi- 
motres et lo edté de la base 42 centimetres. 

704. Calouler le volume Cun cube dont larste a 4 centimetres et demi, 

702. Caleulor Pardte dun cube dont le volume a 512 centimdtres cubes. 

703. Galeuler la capacité dune botte parallélépipéde rectangle dont les 
dimonsions sout 9 contimdtres, ro centimetres, 15°",5. 

704, Quelle est la contenance d'un bassin dont la profondeur est 1,20, 
ot dont le pourtour est un doddcagone rdgulier de a0 metres de rayon? 

708, Uno pideo de bois a la figure d'un prisme droit carré de 25 centime- 
tres do dtd ot de G modtros dardte. Dans une face latérale, on trace AB per- 
pondioulaive aux ardtes & 2 mores d'un bout; dans la face opposée, on trace 
QD porpondiculaive aux ardtes & 3™,6o de lautre bout. 

On sei la pidce on faisant: passer le trait de scie par les droites AB et 
DE, Quel est lo rapport des volumes des deux parties de la piéce de bois 2 

706. Un coin en for est un prisme triangulaire droit dont la base est un 
iviangle isoedlo; les odtds de cotte base ont 315 millimetres, 55  millimd- 
tos, 313 millimdtres sy Pardte latérale a So millimétres. Caleuler le poids de 
ot objet, sachant qu'un décimedtre cube de fer pese 78oo grammes. 

707, Ov donne comme base dun prisme droitun polygone qui est la somme 
Mun reelrnglo et dun hoxagone, juxtaposes par un cdte AB qui ado centi- 
mdtres de longuoeury Vantre edté du rectangle a ao centimdtres. Dans lhexa- 
gone, la perpendiculairo & AB en son milieu est un axe de symétrie; les 
adds opposés sont paralldles, les angles adjacents & AB ont 135° et les six 
edtés sont dgaux, Caleuler le volume du prisme, dont lardte latérale e 
40 contindtres, 

Caleuler son poids, si la substance dont il est construit pése ado0 Kg 
par mdtro cube 


% 
¥ 
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§ 2. 


708. Un prisme carré régulier a son aréte latérale double du coté de sa 
base; son aire Jatérale est double de l’aired’un carré de coté donné a. Cal- 
culer les dimensions du prisme. 

709. Exprimer Vaire totale d'un tétraédre régulier en fonction de sa hau- 
teur. 

710. Le volume d’un prisme triangulaire quelconque a pour mesure le 
demi-produit de l’aire d’une face latérale par la distance de son plan a 
Varéle opposée (545). 

744. Soit AA’ une aréte d’un parallélépipéde dont la hase est ABCD. 
Quel est le rapport entre le volume de cc polyédre et celui du télraedre 
A’ABC? 

742. On coupe une pyramide par un plan paralléle a la base, et rencon- 
trant une aréte latérale aux trois quarts de sa longueur a partir du som- 
met. Calculer le rapport des volumes des deux polyédres en lesquels ce plan 
parlage Ja pyramide. 

743. tant données trois droites paralléles, on porte sur chacune d’elles 
un segment égal & un segment fixé; on oblient les arétes d'un prisme tri- 
angulaire, qui varie de forme quand on change Jes dispositions relatives des 
trois segments. 

Démontrer que le volume de ce prisme est constant. 

744. Partager un tétraédre en trois parties équivalentes par un plan qui 
passe par une arcte. 

745. Soit ABCD un tétraédre quelconque, E Je point de concours des 
médianes du triangle BOD, G le point situé sur AE entre A et KE de 


manicre que AG = ; de AE. Démontrer que le tétraédre qui a pour som- 


met le point G et pour base l'une quelconque des faces de ABCD équivaut 
au quart de ABCD. 

746. On marque les milieux des douze arétes d’un cube, et on détache 
huit pyramides par les plans qui passent par les milieux de trois arétes 
issues d’un méme sommet. 

Exprimer, en fonction de l’aréte a ducube, le volume et l'aire totale du 
polyedre restant. 

747. Dans un cube, les centres de trois faces qui passent par un sorm- 
mét sont les sommets d’un triangle. Exprimer en fonction de l’aréte @ du 
cube la surface totale et le yolume du polyédre dont les faces sont les 
triangles ainsi définis (octaédre réqulier). 

718. Méme question, en remplacant le cube par un prisme droit carré. 

749. Méme question en remplacant Je prisme droit carré par un parallé- 
iépipéede rectangle. 

720. On fixe la base d’un tétraédre. Comment peut-on faire varier la 
position du sommet si l'on veut que le volume du solide reste constant? 
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721. Par chaque sommet d’un tétraédre on méne un plan paralléle a la 
face opposée. Constrnire les arétes du solide limité par les plans ainsi défi- 
nis, et comparer son volume a celui du tétraédre. 

722. On prend @ Vintérveur d'un prisme un point queleonque S. Démon- 
trer que la somme des pyramides qui ont ce point pour sommet, et pour 
bases les faces latérales du prisme, est indépendante de la position du 
puint S. 

723. Soit a@ un segment donné. Trois droites paralléles fixes élant don- 
nees, on porte sur l'une d’elles un segment AB égal 4 a, et on marque 
arbitrairement sur les deux autres les points C et D. Démontrer que le 
volume du tétratdre ABCD est coustant quand on fait mouvoir G et D sur 
tes droites qui les portent, et qu'il est indépendant de celle des trois paral- 


> Jales sur laquelle on prend le segment AB. 


724. Etant donné le polyédre défini dans l'exercice 687, on prend la 
translation OO’ égale la diagonale du carré construit sur le rayon du 
triangle équilatéral ABC. Evaluer en fonction de AB—a le volume du 
polyedre. 

725. AA’, BB’, CC’, DD’ étant quatre arétes paralléles dans un cube dont 
une face est ABCD, on coupe le cube par le plan qui passe par A, D’, et par 
Je milieu de BB’. Calculer le rapport des volumes des deux solides en les- 
quels ce plan partage le cube. 

726. Un segment EF, paralléle au plan d'un rectangle ABCD, se pro- 
Jette sur le plan du rectangle suivant un segment paralléle a AB ayant son 
milieu au centre du rectangle. Connaissant AB—a, BC = b, EF =], et la 
distance h de EF a sa projection, évaluer le volume du polyédre {appelé 
comble) limité par le rectangle ABCD, les triangles EAD, FBC, et les tra- 
pézes AEFB, CFED. 


CHAPITRE VIE 


LES CORPS RONDS 


§ 4. — Cylindres et Cénes. 


525. — Cylindre de révolution. — Définition. — 
On appelle cylindre de révolution, ou encore cylindre 
circulaire droit, le solide engendré par la rotation d'un rec= 
tangle autour de l'un de ses cétés. 

Soit (fig. 333) un rectangle OAA’O’ que nous ferons 
tourner autour de OO’ comme axe. 
Les droites OA et O’A’ engendre- 
ront deux plans perpendiculaires 
a l’axe en O et O’, et les points A et 
A’ décriront dans ces plans (n° 458) 
deux cercles de centres O et O’. Ces 
deux cercles sont appelés les bases 
du cylindre. 

La droite AA’en tournant autour 
de OO’ engendre une surface cour- 
be, appelée surface latérale du cy- 
lindre, et les diverses positions de "18: 383. — “ylindre de 
AA’ sont appelées les génératrices. 

On appelle hauteur du cylindre la distance OO’ des deux 


bases. 


526. — Autre mode de génération. — Dans la 
rotation du rectangle OO’A’A autour de OO’, tout point 
M de la génératrice AA’ (n° 458) engendre un cercle dont 
le plan est perpendiculaire 4 l’axe et dont le centre C est 
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sur l’axe. Ce cercle est évidemment tracé sur la surface 
latérale du cylindre. On en conclut que : 

Tout plan perpendiculaire al’axe du cylindre le coupe sui- 
vant un cercle, quel’onnomme um paralléle de la surface. 

Tous les paralléles sont des cercles égaux aux deux 
bases; car, dans une translation d’axe OO’, les divers 
points du cercle C (fig. 333) décrivent les génératrices de 
la surface, et l’on peut amener ce cercle a coincider avec 
lune des deux bases. 

Ce qui précéde montre qu’on peut encore considérer le 
cylindre comme engendré de la fagon suivante : 

Un cylindre de révolution est engendré par un cercle mo- 
bile de grandeur invariable dont le centre décrit une droite, 


appelée axe du cylindre, et dont le plan reste perpendicu- 
Jaire a cet axe, 


Le mouvement de translation du cercle G est le méme que celui 
d’un piston d’une machine a vapeur dans son cylindre. 

Le piston est un cylindre plein, de faible hauteur, qui glisse 4 l’in- 
téricur d’un cylindre creux. 

527. — Généralisation. — D’une facon plus générale, 
on appelle surface cy- 
lindrique ou cylindre 
Ja surface engendrée par 
une droite mobile @ 
(fig. 334) qui se déplace 
en rencontrant uné 
courbe fixe D et en res- 


tant paralléle a une di- . 
rection fixe. 


ll est clair que les 
sections d’une surface 
cylindrique par des 
plans paralléles sont 
identiques; car soient 
C et C’ ses sections 
(fig.334) par deux plans 
paralleles P et P’. Dans une translation de glissiére G, 


Fig. 334. — Surface cylindrique. 
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tout point M de C décrit la génératrice qui y passe et 
vient coincider avec le point M’ de C’ situé sur cette géné- 
ratrice. On peut done dire encore que : 

Une surface cylindrique est engendrée par une courbe de 
grandeur invariable animée d'un mouvement de translation 
rectiligne. 

On appelle section droite d’un cylindre, sa section par un 
plan perpendiculaire aux génératrices. 

Généralement on réserve le nom de cylindre au solide 
limité par une surface cylindrique et deux plans paralléles 
qu’on appelle les deux bases du cylindre. 7 

Le cylindre qu’on rencontre le plus frequemment est le cylindre @ 
base cwrculaire, dont la base est un cercle. Le cylindre de révolu- 


tion est le cas particulier ot: les génératrices sont perpendiculaires au 
‘ oe oh Dee] 
plan de la base; c’est le cylindre droit 4 base circulaire. 


ReMAROQUE. — Un prisme n’est qu’un cas particulier d’un 
cylindre dans lequel la base, au lieu d’étre une courbe, est 
un polygone. 


528. — Aire latérale et volume d’un cylindre droit. 
— Considérons un cylindre droit, c’est-a-dire un cylindre 
dans lequel les génératrices sont perpendiculaires au plan 
des bases. Dans l'une des bases, inscrivons (fig. 334) un 
polygone convexe d’un trés grand nombre de cdétés tous 
trés petits, et par les sommets de ce 
polygone menons les génératrices du 
cylindre; nous formons ainsi un pris- 
me inscrit dans le cylindre. 

On se rend compte sans peine que, 
lorsque l’on augmente le nombre des 
cétés des bases du prisme de fagon 
que chacun de ces cétés tende vers 
zéro, les périmétres et les aires des 
deux bases du prisme different de 
moins en moins des circonférences 
et des aires des bases du cylindre qu’ils ont pour limites. 


Fig. 335. 


Soo HLUMENTS DE GROMBTRIB. 

La surface latévale et le volume du prisme ont pour limites 
la surface latdrale ot le volume du eylindre. Or, la surface 
latéralo du prisme est égalo au produit du périmétre de 
aa base par sa hauteur; on en conclul que : 

Liaire latérale d'un eylindre droit est égale au produit de la 
olreontérence de sa base par sa hauteur, 

Do mdme, le volume du prisme est égal au produit de 
aire de sa base par sa hauteur, done 

Le volume d'un eylindre droit est égal au produit de I'aire 
de sa base par sa hauteur, 

Le raisonnoment préeddent ne suppose rien sur la forme 
de la base; los propositions précédentes s'appliquent par 
suited oul cylindre droit, 

Gas pawereunmn = Cylindre de révolution, — Soit R le rayon de 
la base ciroulaive dun eylindre do révolution, & sa hauteur, 


La oireonfdronee de le base est ark, son aire est rR®, 
L'aive latévale du cylindre est done : 


Ss arhh; 
Le volume du cylindre est : 
Vo=nhth, 


$29. — Volume d'un oylindre oblique. — Le raison- 
homent prdeddent ne s'applique plus a Caire latérale @un 
oylindre oblique, mais i s'applique encore d son volume. On 
on conclut que : 


Le volume d'un cylindre oblique est égal au produit de 
laire desa base par sa hauteur, 


$30. Développement d'un oylindre. — Supposons 
quo la surface latéralo d'un cylindre soit formée d'une 
fouille foxible, par exemple, en papier fort, en carton, en 
for-blang, Coupons la surface suivant une génératrice; 
on pourra alors la dérouler et la rendre plane en lappli- 
quant sur un plan, Crest ce qu'on appelle adévelopper la 
surface latérale du cylindre, Les génératrices se déve- 
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loppent suivant des droites paralléles ct toute section 
droite se développe suivant une ligne perpendiculaire 
a toutes ces droites, c’est-a-dire suivant une droite perpen- 
diculaire aux développements des génératrices. 

Par exemple, la surface latérale d’un cylindre droit se 
développe suivant un rectangle ayant pour longueur la 
circonférence de base du cylindre et pour hauteur la hau- 
teur du cylindre. 


5314. — Cdne de révolution. — Definition. — 
On appelle cone de révolution ou encore cone droit a hase 
circulaire, le solide engendré par la rotation d’dn triangle 
rectangle autour de l'un des cétés de l’angle droit. 


Soit (fig. 336) un triangle rectangle SOA que nous ferons 
tourner autour de SO comme axe. La droite OA reste 
dans le plan perpendiculaire en O a SO, et le point A 
décrit dans ce plan un cercle de cen- at. 
tre O qu’on appelle la base du cone. 

La droite SA, en tournant autour 
de SO, engendre une surface courbe, 
appelée surface latérale du cone, et 
les diverses positions de AS sont ap- 
pelées les génératrices. 

Le point S est le sommet du cone. 

La distance SO du sommet au plan 
de la base est la hauteur du cone. 

Soit SOA une position du triangle mobile; lorsqu’il a 
tourné de 180°, il se trouve en SOA’, de telle sorte que OA’ 
-estle prolongement de OA. La figure SAA’ est un triangle 
isocéle qui est intersection du cone par un plan passant 


Fig. 336, — Cone. 


Zz 
par l’axe SO. L’angle ASA’ des deux génératrices d’inter- 
section par un plan passant par l’axe est ce qu’on appelle 
Vangle au sommet du cone de révolution; c’est le double de 
ay iO a > 4 
Vangle aigu OSA de la génératrice SA avec laxe. Cet an- 
gle aigu est l'angle générateur du cone. 
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Dans la rotation du triangle SOA autour de I'axe SO, 
tout point M de SA (fig. 336) décrit (n° 458) un cercle dont 
le plan est perpendiculaire a l’axe et dont le centre C est 
sur l’axe. Ce cercle est ce qu’on appelle wn paradléle du 
cone. On en conclut que : 


Tout plan perpendiculaire a l'axe coupe un céne de révolu- 
tion suivant un cercle ayant son centre sur l'axe. 


532. — Généralisation. — D'une facon plus générale = 


On appelle surface conique ou céne la surface engendrée 
par une droite mobile passant par un point fixe, appelé sem- 
met du cone et s'appuyant sur une courbe fixe, appelée hase 
lorsqu’elle est plane. 


Ainsi, soient S un point (fig. 337) et C une courbe. La 
_ surface engendrée par une droite SM pivotant autour de S$ 
et rencontrant la courbe C est 
une surface conigue. 

On réserve généralement le 
nom de cdne au solide limité 
par une surface conique et 
une base plane. 

Le cdne qu’on rencontre le plus 
fréquemment est le cdne & dase 
cireulaire, dont la base est un cer- 
cle. Le cdéne de révolution n'est . 
ue le cas particulier of le sommet 
du cdne est situé sur la perpendi- 
culaire élevée au centre du cerele 

sur le plan de base. 


Fig. 337. — Surface conique. 


Remaroue. — Une pyramide 
n’est qu’un cas particulier d'un céne dans lequel la base, 
au lieu d’étre une courbe, est un polygone. 


533.— Aire latérale et volume d'un céne droit a 
base circulaire.— SoitS un cdne droit & base circulaire. 
Dans le cercle de base (fig. 338) inscrivons un polygone — 
régulier convexe d'un grand nombre de cdtés et joignons 
les sommets de ce polygone au sommet du cdne. Nous © 
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formons ainsi une pyramide réguliére inscrite dans le cone. 

Si Pon imagine qu’on augmente indéfiniment le nombre 
des cotés du polygone, le pé- 
rimétre et l’aire de ce poly- 
gone auront pour limites la 
circonférence et l’aire du cer- 
cle de base du cone. La sur- 
face latérale et le volume de 
la pyramide auront pour li- 
mites la surface latérale et le 
volume du cone. 

Comme l’aire de la surface 
satérale de la pyramide régu- Fig. 338. 
liére est égale (n° 509) au produit du demi-périmétre de 
la base par l’apothéme SH, on en conclut que: 


Waire latérale d'un céne droit a base circulaire est égale 
au produit de la demi-circonférence de la base par la lon- 
gueur SA de la génératrice. 

En effet, quand le céoté AB (fig. 338) tend vers zéro, la 
hauteur SH a pour limite SA. 


Si done on désigne par R le rayon de la base et par a la Jongueur 
de la génératrice, on a : 

S==7Ra- 

Taire totale est: 

tRa + nR?2. 

De méme, comme le volume de la pyramide est égal au 
tiers du produit de l’aire de sa base par sa hauteur, on en 
conclut que : 

Le wolume d’un céne droit a base circulaire est égal au 
tiers du produit de l’aire de sa base par sa hauteur. 


Soit R le rayon de base, h la hauteur, le volume V sera : 


i=; TR2h. 


534. — Volume d’un céne quelconque. — Le raison- 
nement précédent ne s’applique pas 4 aire latérale d’un 


\ 
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cone quelconque, car il suppose essentiellement, pour l'aire, 
que la pyramide soit réguliére. 

Au contraire, le raisonnement s’applique sans modifica- 
tion au volume d’un cone quelconque, car, pour le volume, 
il n’est pas nécessaire que la pyramide soit réguliére. Par 
suite : 


Le volume d’un céne quelconque est égalau tiers du produit 
de l’aire de sa base par sa hauteur. 


§ 2. — La sphére. 


535. — Surfaces de révolution. — Définition. — 
On appelle surface de révolution une surface engendrée par 
la rotation d'une ligne autour d’un axe auquel elle est liée 
invariablement. 

De cette définition, il résulte qu’une surface de révo- 
lution glisse sur elle-méme dans une rotation autour de 
son axe; car tout point M de la surface reste sur la sur- 
face dans la rotation, puisqu’il lengendre. 

Réciproquement, toute surface qui glisse sur elle-méme 
dans une rotation autour d’un axe XY est de révolution 
autour de cet axe. Car toute ligne L tracée sur la surface 
(fig. 339)reste sur cette surface pendant la rotation et, par 
suite, lengendre. 

Nous avons déja rencontré deux surfaces de révolution : le cylindre — 
de révelution engendré par une droite paralléle 4 l’axe de rotation; — 
Je céne de révolution engendré par une droite qui rencontre l’axe de ~ 
révolution. 

Les _exemples de surfaces de révolution sont trés fréquents. Tous — 
les objets faits au tour, pieds de@mbles, batons, colonnes, manches, etc., — 
sont de révolution. En effet, le tour fait tourner, par exemple, une 


piéce de bois, et le bord tranchant de Voutil constitue la ligne qui en 
entaillant le bois engendre la surface. 


536. — Paralléles. — Soit une surface de révolution — 
engendrée par la rotation de la ligne L (fig. 338), autour 
de l’axe XY, auquelelle est liée invariablement. Tout point 
M de la ligne génératrice L décrit (n° 458) un cercle dont 
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le plan est perpendiculaire a l’axe et dont le centre O est 
sur l’axe. Ce cercle est ce qu’on appelle un paralléle, et on 
peut énoncer la proposition suivante : 

Les sections d’une surface de ré- 
volution par des plans perpendicu~ 
Jaires al'axe sont des cercles ayant 
Jeurs centres sur I’axe. Ges cercles 
sont appelés les paralléles de la 
surtace. 

Lorsque, dans une surface de 
réyolution, il y a un paralléle de 
rayon maximum on lui donne le 
nom d’équateur. 

Ainsi Je paralléle D (fig. 339) est un 
équateur. 

Lorsqu'il y a un _ paralléle 
de rayon mimiumum on le nomme 
cercle de gorge. 


Ainsi le paralléle C (fig. 339) est un Fig. 339,—Surface de révolution, 
cercle de gorge. 


537. — Méridienne. — On appelle plan méridien d’une 
surface de révolution un plan passant par l'axe. Une méri- 
dienne est la courbe d’in- 
tersection de la surface 
par un p.an méridien. 

. Toutes les méridiennes 
dune surface de révolu- 
tion sont égales. 

Car (fig. 340) dans une 
rotation autour de l’axe 
XY, la surface glisse sur 
elle-méme; par suite, 
une rotation qui améne 
les plans méridiens en 
coincidence améne aussi les méridiennes M et M’ en coin- 
cidence. 


Fig. 340. — Mévidiennes. 
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La méridienne complete d'une surface de révolution admet 
Vane de la surface comme awe de symélriec. 

Car colle méridienne coincide avec elle-méme par une 
rotation de ioe" autour de Vaxe. 


§38. La sphére, — Définition. — On appelle sphére 
la surface lieu géométrique des points de l'espace situés a 
égale distance d'un point appelé centre. 

La distance constante OM du centre O & un point quel- 
conque M de la sphére (fig. 341) est appelée le rayon; on 
donne aussi ce nom ausegment de 
droite OM, 

Une corde est le segment de droite 
qui joint deux points de la sphére. 
Toute corde MM’ qui passe par le 
centre O est un diamétre. 

La longueur d’un diamétre est 
double de celle du rayon. 


My, tat, = Sphére, 


639, Propriété caractéristique. — Dans tout déplace- 
mont qui laisse son centre fixe, une sphére glisse sur elle-méme. 


Gola résulte de la définition méme. Soient 3 et S deux 
aphdres colncidantes, concentriques, de méme rayon. Si 
Von imagine que, la sphére S restant fixe, la sphére S se 
mouve, mais de fagon que son centre O reste fixe, tout 
point M de S reste a la méme distance R du point fixe O 
ol, par suite, reste situé sur la sphére 2. La sphére mo- 
hile S glisse sur la sphére fixe 5, Nous dirons aussi que — 
la sphdre S glisse ser elle-méme. 


Par oxomple, uno sphdve ploine peut tourner en tous sens d Pinté- 
riour dune sphdve evouse do meme rayon, 


$A0, Conséquence, — Une sphére est une surface de 
révolution autour de n'importe quel diamétre. 

Gar dans la rotation autour du diamétre MM’ (fig. 341), 
lo contre O ne bouge pas, done la sphére glisse sur elle- 
médmo, Ello est done de révolution autour de MM’ (n° $35), 
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541. — Théoréme. — Tout plan qui rencontre une 
sphére la coupe suivant un cercle. 

Soit I le plan sécant. Menons le diamétre PP’ perpendi- 
culaire au plan I (fig. 342). La sphére étant de révolution 
autour de PP’, la section par le plan If perpendiculaire a 
laxe est un cercle 7 ayant son Pp’ 
centre » sur PP’. 

Les extrémités P et P’ du dia- 
métre perpendiculaire au plan du 
cercle sont appelés les poles du 
cercle. 

Lorsque le plan du cercle 
passe par le centre O dela 
sphére, le point O est le cen- iP 
tre du cercle dont le rayon est Fig. 342. — Sections planes 
égal au rayon de la_ sphére. dune sphere, 

Dans tout autre cas, le rayon »M du cercle est plus 
petit que celui de la sphére, car c’est un cdlé de Vangle 
droit d’un triangle rectangle dont OM est Vhypoténuse. 

C’est & cause de cela qu’on nomme grand cercle tout 
cercle C tracé sur la sphére et dont le centre est celui de la 
sphére, et petit cercle tout cercle y de la sphére dont le 
centre ne coincide pas avec celui de la sphére. 


542. — Tangente a une surface. — Définition géné- 
rale. — On appelle tangente en 
un point M d’une surface la limite 
des positions d’une sécante pas- 
sant par le point M lorsqu’un se- 
cond point M’ d’intersection de la 
sécante avec la surface vient se 
confondre avec M. ; 


Soit MM’ une sécante 4 la Fig. 343. ~ Tangente. 
surface S (fig. 343), qui coupe la surface en M et M’. Sup- 
posons que, M restant fixe, le point M’ se déplace sur la 
surface S et vienne se rapprocher de M. La sécante MM’ 
pivotera autour de M et, quand M’ sera confondu avec M, 


Bovruer. — Eutsenrs pe chou. 24 
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celle aura une position limite MT qui est dite tangente en 
M a la surface S. 

Le point M’, en se rapprochant de M, décrira, sur la 
surface S, une certaine courbe C. La tangente MT est aussi 
’ tangente a cette courbe C. 

Toute tangente en un point M, a une courbe C tracée sur une 
surface S et passant par M, est tangente a S en ce point M. 

En un point M d’une surface il y a une infinité de 
courbes tracées sur la surface et passant par ce point, il 
y a done aussi une infinité de tangentes. 

Toutes les tangentes en un point M a une surface S sont en 


général situées dans un plan que l'on appelle le plan tangent 
en M a la surface S. 


Nous démontrerons cette proposition pour la sphére. 


543. — Intersection d’une droite et d’une sphere. 
— Soit D une droite et O le centre de la sphére. Par la 
droite D et le point O faisons passer un plan P (fig. 344) 
qui coupe la sphére suivant un grand cercle C. Les points 
d’intersection de la droite et de la sphére sont les mémes 
que ceux de la droite et du cercle C. Done : 


° St la distance du centre O a la droite est plus grande que 
-lerayon, ladrot- 
le ne coupe pas ~ 
la sphere. 


Car elle ne 
coupe pas le 
cercle puisque 
OH, est supé- — 
rieur au rayon 
du cercle. 


Fig. 344. 


2° Si la distance du centre O a la droite est égale au 
rayon, la droite est tangente a la sphére. 


Car elle est tangente au cercle, puisque OH, est égalau | 
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rayon. La droite étant tangente 4 une courbe tracée sur 
la sphére est tangente a la sphére (n° 542). 


3° Si la distance du centre O a la droite est plus petite que 
le rayon, la droite coupe la sphére en deux points. 


Car elle coupe le cercle en deux points. 


_ Remarovue. — Lorsque la droite D, est tangente ala 
sphére, elle est perpendiculaire au rayon OH, du point de 
contact, car elle est tangente en H, au grand cercle C. 


544. — Plan tangent 4 la sphere. — Théoréme. — 
Toutes les tangentes en un point 
d’une sphére sont situées dans 
un plan appelé plan tangent 4 la 
sphére en ce point. 

En effet (fig. 345) toute tan- 
gente MT au point M a la 
sphere S est perpendiculaire 
au rayon OM; elle est donc 
située dans le plan passant 
par Met perpendiculaire 4 OM. 


Fig. 345. — Plan tangent. 


Le plan tangent est le plan 
perpendiculaire a Veatrémite du rayon du point de contact. 


545. — Aire de la sphere. — L’aire de la surface d’une 
sphére est égale a quatre fois l'aire de l'un de ses grands 
cercles. 

Nous admettrons cette proposition sans démonstration. 

Soit R le rayon de la sphére. L’aire d’un grand cercle 
est égale a x R?. 

L’aire de la sphére est donc : 

oS 4u R?. 


_ Exempre.— L’aire de la surface d’une sphére de 1 métre de rayon 


Sti 
4m = 12,5664. 
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546. — Volume de la sphére. — Le volume d'une sphére 
est égal au produit de l'aire de sa surface par le tiers de 
son rayon, 

Nous ne démontrerons pas cette proposition. 

Lo volume d'une sphere de rayon R est donc : 


V=4r R?x : 


Ou sy 


xnaens. — Le volume d'une sphére de 5 centimetres de rayon est : 


4 
3 


V = 5935 6, 


~3,1416 5< 195, 


y 


Cost un volune d’environ un demt-litre. 
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727, Ddmontror que doux cylindres de révolution dont les axes sont 
paralldlos pouvent avoir doux goéndratrices communes, ou une seule géné- | 
nateleo CommUnE, OU N'avolr aucuN point commun, 

728, Liow du point dont la distance & une droite donnée est égale a une 
Jongueur donnde, 

729, Quollos peuvent dtre les lignes communes & une surface cylindrique 
OLA un plan paralldlo aux géndratrices de cette surface? 

730. lant donnée un eylindro de revolution reposant par sa base sur un 
plan Py on marque sur une de ses génératrices un point quelconque A, et 
on prond dans lo plan Pun point quetconque T. Construire les points com- 
muns & la droite TA ot & lasurkee cylindrique donnée. 

784, Gonstruire (théoriquement) les points communs & une droite indé- 
fino ot A une surface cylindrique, cette surface étant déterminée par sa 
diroetvivg donnée dans un plan, et par la direction de ses génératrices. 

Moner par la droite un plan paralldle aux génératrices. 


732, Soiont @ et 6 los dimensions d'un rectangle, que T’on fait tourner — 
succossivement autour de deux edtés adjacents. Exprimer le rapport des — 
anos laldratos, colui dos aires lolales, et celui des volumes des deux cylindres — 
ongondrds, ; 


EXERCICES. 575 


733. Deux cylindres de révolution de méme hauteur h ont leurs bases 
dans le méme plan; l’axe de chacun deux est une génératrice de l'autre. 
Exprimer le volume du solide commun aux deux cylindres, sachant que la 
distance des deux axes est R. 

734. Calculer le volume dé l’anneau engendré par un reetangle tournant 
autour d’une paralléle a l'un de ses c6lés; on donne la longueur h de ce 
cote, la longueur 2a de lautre, et Ja distance R entre le centre du rec- 
tangle et |’axe de rotation. 

735. Un cone de réyolution repose par sa base sur un plan donné. On 
joint un point T de ce plan a un point A pris sur une génératrice du céne, 
et on demande de construire les points communs a la droite TA et a Ja 
surface conique. 

736. Quelles peuvent étre Jes lignes communes a une surface conique et 
a un plan qui passe parle sommet de cette surface? ; 

737. Construire (théoriquement) les points d’intersection d'une droite et 
d’une surface conique de réyolution. 


Faire passer un plan par Ja droite et par le sommet du céne. 


738. On donne une génératrice sur un cone de révolution; on demande 
de construire une seconde génératrice faisant avec la* premiere un angle 
égal 4 un angle donnée. 

739. Lieu de l’axe d'un cone de révolution admettant comme généra- 
trices deux droites données. 

740. Construire un céne de révolution passant par trois semz-droites 
données. 

744. Comment se compose le solide engendré par un triangle quelconque 
tournant autour d’un de ses cétés? 

742. Calculer le volume engendré par un triangle équilatéral tournant 
autour d’un de ses cdtés, dont la longueur a est donnée. 

743. Calculer le volume engendré par un trapéze isoccle dans lequel on 
connail une hase b, un angle adjacent «, et la longueur ¢ des edtés non 
parelléles, le trapeze tournant : 1° autour de la base b; 2° autour de l'autre 
hase; 3° autour d’un cété ec. 

744. Dans un triangle queleonque ABC, on joint les milieux D et B de 
CA et de CB, et on fait tourner la figure autour de AB. Démontrer que le 
volume engendré par le trapeze ADEB équivaut a la moitié du volume 
engendré par le triangle ABC. 

745. Un triangle reclangle tourne successivement autour de ses trois 
cétés. Démontrer que les volumes qu'il engendre sont proportionnels 4 la 
hauteur et aux cdtés de l’angle droit. 

746. ixprimer l’aire de Ja surface engendrée par les cdtés d’un demi- 
hexagone régulier tournant autour d’un diamétre. 

747. Ayant mené la hauteur / d’un triangle rectangle dont I"hypoténuse 
esta, on fait tourner autour de ta hauteur Jes deux parties du triangle. 
Démontrer que la somme des yolumes obtenus a pour expression 


T 
2 2 
gmhla —2h?). 
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748. Soient b e c¢ les cétés de l’angle droit d'un triangle rectangle, / Ja 
hauteur relative & |’hypoténuse. On sait que 


I I I 
BoB a 


Soient a, 6, y les volumes engendrés par ce triangle tournant autour de 
hypotenuse a et des cdtés 6 et c. Demontrer que 


== =pts 2 
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749. Quel est le lieu des points de l’espace d’ou la distance de deux 
points fixes est vue sous un angle droit? 

750. Déterminer, dans un plan, le lieu des points d’ou la distance de 
deux points donnés-de lespace soit vue sous un angle droit. 

754. Ktant donnés deux. droites paralléles D, et D, et un point A, 
déterminer un point qui soit a la distance 2, de Dy, a la distance ly de Da, 
et ala distance a de A 

752. Licu de la projection d’un point A sur tous les plans qui passent par 
un point fixe O. 

753. Lieu du centre d’une sphére passant par deux points. 

754. Lieu du centre d'une sphére passant par trois points. 

755. Quel est le lieu des centres des sphéres passant par un cercle donné? 

756. Construire une sphére de rayon donné passant par un cercle donné. 

757. Faire passer une sphére par les quatre sommets d'un tétraédre, et 
ealculer son rayon dans Je cas ott le tétraddre est réguilier. 

758. Quelles peuvent ¢tre les positions relatives de deux sphéres? 
Déterminer Vintersection de deux spheres, quand elle existe. 

759. Quelle est la surface engendrée par un segment de longueur con- 
stante qui se déplace en restant paralléle & une droite fixe, et de maniére 
yue ses extrémités s’appuient constamment sur deux spheres données? 

760. Lieu du centre d'une sphdre tangente a deux plans. 

764, Lieu du centre d'une sphére de rayon donné tangente 4 deux plans. 

762. Lieu du centre d'une sphére tangente a deux droites concourantes. 

763. Lieu du centre d'une sphére tangente aux trois faces d’un triédre. 

764. Lieu du centre d'une sphére tangente aux trois cdtés d'un triangle. — 

765. Lieu du centre d'une sphére tangente aux trois arétes d’un triédre. 

766. Que deviennent l’aire et le volume d'une sphére quand on double 
son rayon? 

767. Une chandidre est formée d'un cylindre sur les bases duquel sont 
appliquées deux demi-sphéres. La section méridienne du Shae est- un 
rectangle dont la dimension paralléle 4 l’axe est double de l’a . La lon- 
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gueur totale de la chaudiére étant /, caleuler le volume de la chau- 
dicre. 

768. Calculer le cdté d’um cube inscrit dans une sphére de rayon donné Rh. 

769. Calculer le volume de la sphére inscrite dans un télraédre régulicr 
dont Varéte a est donnée. 

770°. Deux pyramides réguliéres a bases carrées égales ont pour faces 
latérales des triangles équilatéraux. On les juxtapose par Jeurs bases pour 
former un oclacdre régulier. Démontrer que ce polyédre est inscriptible 
dans une sphére et circonseripUble a une autre, et calculer les rayons de ces 
deux sphéres en fonction de l’aréte a de l’octaédre. 

774. Déterminer sur une sphére un point B, de maniére qu’en le joignant 
aun pomt donné A on obtienne un segment AB égal 4 un segment donné. 

772. Dans un cornet conique renversé, dont l’angle au sommeta 60 degrés, 
on laisse tomber une boule de 30 millimetres de rayon; elle s’applique contre 

Ja surface interne du cornet par tous les points d’un cerclé. Calculer Je 
rayon de ce cercle, et calculer la distance entre le sommet du céne et Je 
centre de la sphere. 

773. Une boule de jardin est posée sur un anneau horizontal de 20 cen- 
timétres de diamétre; on pose sur la boule une plaque horizontale qui se 
trouve alors 4 16 centimétres au-dessus de l’anneau. Calculer le volume de 
la boule. 
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